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PRÉFACE 


(/analyse infinitésimale est une science fort étendue, 
et les auteurs qui ont traité cette matière y ont toujours 
consacré deux, et quelquefois trois gros volumes. Mais 
une très-grande partie de cette science n’a qu’un intérêt 
purement théorique et reste sans application dans les 
questions usuelles que les ingénieurs ont à résoudre. Les 
règles de la différentiation, le calcul des quadratures, 
l’intégration des équations différentielles les plus sim- 
ples, et quelques applications géométriques consacrées 
par l’usage, sont tout ce qu’il est nécessaire de connaître 
pour aborder l’étude de la Mécanique industrielle ou 
celle de la Stabilité des constructions. — 11 nousa donc 
semblé qu’un ouvrage où seraient développés les prin- 
cipes les plus élémentaires du Calcul différentiel et du 
Calcul intégral pouvait être utile aux jeunes gens qui se 
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proposent d’embrasser la carrière d'ingénieur, en les 
dispensant de chercher dans de gros livres la solution 
des questions qui les intéressent plus particulièrement. 
C’est cet ouvrage que nous avons essayé de rédiger, en 
profilant de l’expérience que nous avons pu acquérir dans 
un enseignement tout spécial, sur les besoins de la jeu- 
nesse en ce qui louche le sujet dont il s'agit. 

Ce livre ne saurait avoir aucune prétention scienti- 
fique, et il a fallu faire abnégation d’amour-propre pour 
nous réduire au rôle très-secondaire que nous avons 
accepté. Mais si nous avons réussi à être utile aux lec- 
teurs pour lesquels cet opuscule est écrit, nous nous re- 
garderons comme suffisamment payé de notre peine. 

Les rigoristes nous reprocheront sans doute d’avoir 
omis certaines discussions ou laissé dans l’ombre certains 
points délicats. Nous les prions de. nous faire grâce et de 
vouloir bien considérer «pie, dans un enseignement aussi 
élémentaire, destiné surtout à préparer promptement les 
lecteurs aux applications utiles, nous avons dû faire le 
sacrifice de tout ce qui aurait retardé notre marche. 

Les principes élémentaires du Calcul infinitésimal sont 
aujourd hui si répandus, que nous pourrions nous dis- 
penser d’indiquer les sources auxquelles nous avons 
puisé. Cependant nous croyons remplir un devoir en dé- 
clarant que le Traité élémentaire de Calcul différentiel 
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et de Calcul intégral de Lacroix, le Traité élémentaire de 
la Théorie des fonctions et du Calcul infinitésimal de 
M. Cournot, le Cours d’ Analyse de T Ecole polyteclinicjiie 
par M. Duhamel, enlin le Cours de Calcul différentiel et 
intégral de M. A. Serret, sont les ouvrages <|iic nous 
avons le plus fréquemment consultés. 
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PREMIÈRE PARTIE 

PREMIERS ÉLÉMENTS OU CALCUL DIFFÉRENTIEL 


I. - NOTIONS PRÉLIMINAIRES 

«. — Le calcul différentiel est la partie des mathématiques 
qui traite des variations infiniment petites des fonctions. 

*. — On sait qu'une variable y est dite fonction d'une autre 
variable x, si y varie avec x, et si y prend une ou plusieurs 
valeurs déterminées quand on atlribue une valeur déterminée 
à x: Ainsi , en coordonnées rectilignes , l'ordonnée d’une 
courbe est une fonction de l’abscissc. 

Si la relation qui lie x et y est exprimée par une équation 
résolue par rapport à y, comme y = f(x),on dit que y est une 
fonction explicite de x. Si celle relation est exprimée par une 
équation non résolue, comme f(x, ÿ ) = 0, on dit que ij est 
une fonction implicite de x. Dans l’un et l'aulre cas, x prend 
le nom de variable indépendante ; c’est celle à laquelle on 
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allriltuc des valeurs particulières pour eu déduire les valeurs 
correspondantes de la fonction y. 


». — Ile même, une variable z est dite fonction de deux 
autres variables x ely, si elle varie en même temps quex et y, 
et si elle prend une ou plusieurs valeurs déterminées quand 
on attribue des valeurs déterminées à x et y. Ainsi, en coor- 
données rectilignes, l'ordonnée z d’une surface courbe est une 
fonction des deux autres coordonnées x et y. 

C’est une fonction explicite si la relaliou qui lie les trois 
variables est exprimée par une équation résolue par rapport 
à z comme z=f(x, i /); c'est une fonction implicite si celle rela- 
liou est exprimée par une équation non résolue, comme 
f(x,y,z)=0. Dans l’unet l’autre cas, x et à y sont les varia- 
bles indépendantes ; ce sont celles auxquelles on attribue des 
couples de valeurs particulières, pour en déduire les valeurs 
correspondantes de la fonction z. 

4. — Un pourrait avoir à considérer des fonctions de plus 
de deux variables indépendantes, comme z=f(x,y,t), ou 
r(x,y,z, t) = 0. 

5. — On appelle infiniment petit une quantité qui tend 
vers zéro, et que l'on considère dans un état très-voisin de sa 
limite. 

Il résulte de celte définition que si un infiniment petits est 
ajouté à une quantité finie et déterminée a, on peut toujours 
négliger a devant a, puisque, à la limite, a -+- a se réduit à a. 
Il en serait de même si a tendait lui-même vers une limite 
finie fl, ; car, à la limite, a + a se réduirait à fl,. 


e. — Dans une question où l’on a divers infiniment petits 
à considérer* il y en a toujours un auquel on rapporte tous les 
autres* et que, pour cette raison, on appelle infiniment petit 
principal. 

Soit a l’infiniment petit principal ; et soit ,3 un autre infini- 


ment petit qu'on lui compare. Si le rapport - tend vers une 
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limite finie A, différente (le zéro, on dit que £ est un infini- 
ment petit du premier ordre; cl l’on pcutMc représenter 

par A*. Si le rapport tend vers un infiniment petit du pre- 
mier ordre A*, on dit que (3 est un infiniment petit du second 


ordre ; et l’on peut le représenter par Ai 5 . Si le rapport - 

tend vers un infiniment petit de second ordre Ai 5 , on dit que 
{i est un infiniment petit du troisième ordre ; et l’on peut le 
représenter par AV. En général, si un infiniment pelit peut 
être représenté par Ai", on dit que c’est un infiniment petit de 
F ordre n. 


». — La somme de plusieurs infiniment petits du même 
ordre, en nombre déterminé, est encore un infiniment petit 
du même ordre. Car si Ai", AV, AV, ..., représentent les 
infiniment petits considérés, leur somme sera 


(A A J -+- A' •+• . . . ) a” . 

Or les termes étant en nombre déterminé, la quantité entre 
parenthèses est une quantité finie K ; la somme cherchée est 
donc Ki“, c’est-à-dire un infiniment pelit de l’ordre n. 

8 . — La différence de deux infiniment petits du môme 
ordre Ai" et AV est un infiniment petit du même ordre 
(A— A') a". 

•. — Le produit d’uu infiniment petit AV par un facteur 
fini A est encore un infiniment petit du meme ordre. Car AAi" 
ou AA . a" est encore le produit de a" par un facteur fini AA. 

10. — Le rapport de deux infiniment petits du même 
ordre AV et AV est une quantité généralement finie p. (Ce 

h 

n’est que dans des cas particuliers que ce rapport prend la 
valeur zéro ou une valeur infinie.) 

ai. — Un infiniment petit d'ordre «, soit AV, peut tou- 
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jours être négligé vis-à-vis d’un infiniment petit de l'ordre im- 
médiatement inferieur ta" -1 . Car la somme k%’~ 1 4- AV peut 
s’écrire a"~ l (k-t-A^a). Or l’infiniment petit k'x peut être 
négligé vis-à-vis de la quantité finie /,, et il reste 

Généralement, tout infiniment petit peut èlre négligé vis-à- 
vis d’un infiniment petit d'un ordre inférieur ; comme k J a 3 
devant kx, par exemple, ou k J x ' devant kx 5 ; elc. 

i*. — Lorsque deux variables x et y sont liées par une 
relation telle que 

(1) y—f(x), 

si l'on donne à x un accroissement ax, il en résulte pour y 
un accroissement correspondant, positif ou négatif, mj ; et 
l’on a 

y + uy=f(x- t-Ax); 
d’où l’on déduit par soustraction 

(2) \y=f(x+\x)—f(x). 

Les accroissements A x et mj portent le nom de différences. 
La fonction f est dite continue , si l’on peut prendre ax assez 
petit pour que Ai/ puisse cire rendu moindre que toute quan- 
tité donnée. Nousne considérerons que les fonctions continues, 
les seules que l’on rencontre dans les applications. Dans ce 
cas, si ax devient infiniment petit, il en est en général de 
même de A y ; les différences prennent alors le nom de diffé- 
rentielles; et l’on remplace la caractéristique A par la carac- 
téristique d. On écrit ainsi 

( 5 ) dy=f(x-hdx) — f(x). 

La différentielle dy de la fonction y est donc l’accroissement 
que f (x) a éprouvé quand on a ajouté à x sa différen- 
tielle dx. 

La partie de l’analyse qui a pour objet principal la recherche 
des différentielles est le calcul différentiel ; et chercher la 
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différentielle d'une fonction est ce que l’on appelle différentier 
cette fonction. 

Nous nous occuperons d’abord des fonctions d’une seule 
variable, en commençant par les fonctions explicites. 


II. - PRINCIPES I»E DIFFÉRENTIATION 

$ I. - DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS EXPLICITES 

FONCTIONS EXPLICITES DU.VE SEULE VARIABLE 


13 . — Divisons par ax les deux membres de l'équation (2) 
du numéro précédent ; il viendra 


\ IJ __ fjx-h xx) — f(x) 

XX XX 


Si l’on fait tendre xx vers zéro, xij tendra aussi vers zéro; 
mais le rapport ~ ne deviendra pas pour cela indéterminé ; 


il tend toujours, comme le calcul le démontrera, vers une 
limite déterminée; cette limite est encore une fonction de x, 
qui dérive de f(x), et que pour cette raison on appelle fonction 
dérivée ou simplement dérivée, et qu'on désigne par la nota- 
tion l'(x). 

On écrit en conséquence 


(I, lim. a = lim. ^ + = 

XX XX 


m. 


On voit, d’après cette relation, que la dérivée d'une fonc- 
tion est la limite du rapport entre l'accroissement de celte 
fonction et l'accroissement de la variable, et que, pour obtenir 
celte dérivée , il faut, dans la fonction f(x), changer x en 
x -f- xx, retrancher f (x) de f (x -t- as), diviser le reste par xx, 
et chercher la limite vers laquelle tend le quotient lorsque xx 
tend vers zéro. 
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* 4 . — D’un autre côté, il résulte delà relation (4) que 
— est égal à f(x) plus une quantité £ qui terni vers zéro en 
même temps que \x, et qu’on peut écrire 


±!l 

xx 


= f'(x) + 


e. 


Si l'on remplace les accroissements \x et xj par les infi- 
niment petits </x et dy, £ devient aussi un infiniment petit, 
que l’on peut négliger vis-à-vis de la quantité finie f’(x), et 
il reste 

« 

On en tire 

(6) ’ dy = f'(x)dx. 


Cette relation exprime que lu différentielle d'une fonction 
eut égale à sa dérivée , multipliée par lu différentielle de la 
variable. 

La relation (5) montre que réciproquement la dérivée d’une 
fonction est égale à sa différentielle divisée par la différen- 
tielle de la variable. 

On voit que le calcul des différentielles revient au calcul 
des dérivées. 


Remarque. Lorsque la dérivée est représentée par elle 


prend souvent le nom de coefficient différentiel. 

is. — La relation (4) du n° lô indique la marche à suivre 
pour trouver la dérivée d’une fonction explicite de x. Mais on 
n’applique directement celte règle qu’à trois fonctions fon- 
damentiles :x" (pour m entier et positif), log x, et sin x. 
A l'aide de principes faciles à établir, on déduit ensuite de la 
différentiation de ces trois fondions celle de toutes les autres. 


in. — Soit donc d’abord y—x m . Si, pour se conformer à 
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la règle du n° 13, on change x en x + ax, par suite y en 
y -+- mj, et qu'on développe, on obtient 


j/-l-At/=x'"-)-m .x" -1 AX 4- • ^ ^ 


♦M»*— A) 


AX 


m(m — 1) (*» — 2) . 

+ 1.2.3 1 


les termes non écrits contenant tous le facteur ax à des puis- 
sances supérieures à la troisième. En retranchant ces deux 
égalités membre à membre, et divisant ensuite par ax, on 
trouve 


-2 = mx’ _ ‘ 
AX 


+ 



1 ) 


X*-* AX’ 


m (m — 1) (»t — 2) 
1.2.3 


ax’ • 


les termes non écrits contenant tous le facteur ax à des puis- 
sances supérieures à la seconde. 

Faisons tendre ax vers zéro ; le rapport — - tendra vers la 

AX 

dérivée de y , que l’on représente habituellement par y' ; tous 
les termes du second membre, à l’exception du premier, con- 
tenant le facteur ax, tendront chacun vers zéro; et, comme 
ils sont en nombre fini, leur somme tendra elle-même vers 
zéro ; il viendra donc 

y’ =mx H ~ l , 

cl par conséquent 

dy= mx"~ l </x , ou il .x m =nix m ~'ilx , 

c’est-à-dire que, pour différentiel' \ m , il faut multiplier par 
l'exposant m, diminuer ensuite cet exposant d'une unité , et 
multiplier par dx. 

On tirerait ainsi, par exemple, 

de y — x s , ily — t'ix'dx , 

de y=x ’ , dy — d x’i/x, 

et ainsi de suite. 
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8 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL, 

i». — Soit en second lieu 


ÿ = logx, 

le logarithme étant pris dans un système quelconque. Si l’on 
change x en x 4- ax, et y en y -t- Ay, il vient 

y-HAy = log(x-t-Ax), 

et, en retranchant membre à membre et divisant ensuite 
par ax , 


Ay log(x-t-Ax) 

AX 


— logx K 1 +7) 


ax 


AX 


Si l’on faisait tendre immédiatement ax vers zéro, le nu- 
mérateur tendrait vers log 1, qui est aussi égal à zéro. Pour 
éviter la forme |, on peut faire décroître ax de telle manière 
qu’il soit toujours une partie aliquote de la quantité x, qu’on 
ne fait pas varier dans ce calcul; c’est-à-dire qu’on peut poser 

a x = — , m étant un nombre que l'on pourra faire croître in- 
définiment. On aura ainsi 

bg(i + l) % (< 4-1)" 


AX 


X 

m 


Si maintenant, pour faire tendre ax vers zéro, on fait ten- 
dre m vers l'infini, le numérateur dû second membre tend 

vers la limite du logarithme de ^1 -+- ^ pour m infini, ou, 

ce qui revient au même, vers le logarithme de la limite de 

^1 j . Or, on démontre en algèbre (*) que celle limite 


Voy. l'Appendice. 
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csl le nombre 


*=2,718281828..., 

base des logarithmes népériens; il viendra donc 

au . loge ,, . . - dx 

,m \4x y “T’ dou rf » ==lo * e *'5r» 
ou 

d.logx = loge . 

Si les logarithmes étaient népériens , loge serait égal à 
l'unité, et l'on aurait simplement 

. dx 

* = T- 

• « i . dx 

Remarque. Pour cette raison, on donne à l’expression — le 
nom de différentielle logarithmique de x. 

*8. — Soit enfin y = sin x. On en tire 
y 4- Ay = sin (x 4- ax) , 


et 


mj sin (x -f- ax) — sin x 


AX 


AX 


Si l’on faisait tendre immédiatement ax vers zéro, le second 
membre prendrait la forme §. Pour l'éviter, on transforme, 
au numérateur, la différence des deux sinus en un produit, 
conformément à la formule 


sin p — sin q = 2 sin \ (/> — q). cos j (/) -4- </), 
on obtient ainsi 


mj _ 2 sin J- ax . cos (x -+- J ax) 

AX AX 
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ce qu'on peut écrire 


Ai/ sin J ax 


xc 


AX 


COS (x + j AX) . 


Si maintenant on fait tendre ax vers zéro, le rapport 

— r-^ — entre le sinus et l’arc tend vers l'unité; et le second 
1 AX 

S 

facteur tend vers cosx. Il vient donc 


iiin . -| = y ' = cos x, d’où dy — cosxdt, 
ou 

d . sin x = cos xdx. 

i». — Nous allons maintenant exposer les principes qui 
permettent de ramener la différentiation d’une fonction ex- 
plicite quelconque dex à celle des trois fonctions fondamen- 
tales que nous venons d’étudier. 

I. La différentielle d'une constante est nulle. Car si l’on a 
y = C, la lettre C désignant une constante, on aura encore, 
en changeant x en x -+- ax, et y en y -+- \y, 

V + -M/ = C, 

d'où il résulte Ai/ = 0; et, parconséquent,à la limite, dy = 0; 
ce qu’il fallait établir. 

Remarque. On en déduit aussi ^ =0, ouf'(x) = 0; c’est- 
à-dire que la dérivée d'une constante est nulle. 

*o. — II. La différentielle de la somme ou de Indiffé- 
rence de deux fonctions est égale à la somme ou à la diffé- 
rence des différentielles de ces fonctions. Car si l'on a 

y = u± v, 

il et r désignant deux fonctions dex, quand on changera x 
en x -4- ax, u deviendra u -+- ah, v deviendra r -4- Ai», et y se 
changera en i/ — f— ai/. On aura donc 

y -f- a;/ = (H -4- ah) d: ( v -4- Ai') . 
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En retranchant ces deux égalités membre à membre, on 
obtient 

\y — mi ± sv , 

et, à la limite, 

di i ~ duàzdv. 

Si, par exemple, on avait 

ij =zx m - 1- sin J 1 , 

on en déduirait 

d\j = mx m ~' dx + cos x dx . 


Ce principe s'étendrait sans difficulté à la somme algébrique 
d’un nombre quelconque de fonctions. 

*i. — III. La différentielle logarithmique d'un produit de 
plusieurs fonctions est égale à la somme des différentielles 
logarithmiques de ces fonctions. Soit par exemple 


(I) y — - uvtv , 

n, v, w étant des fonctions de x. En prenant les logarithmes 
népériens des deux membres, on aura 

log' ij — log' h + log' t> -4- log' JP , 


et, par conséquent, en vertu du principe II, 

(O) È. = ÛÜ 

y « 

ce qu’il s’agissait de démonlrer. 


dv dw 

— - -f- 

V w 


Rkmakques. 1 u Si l’on multiplie membre à membre les deux 
relations (I) et (2), on obtient 

(?i) dy = vw du - 4 - uw dv -+- ut’ dw ; 

ce qui montre que la différentielle d'un produit peut être obte- 
nue en multipliant la différentielle de chaque facteur par le 


Digitized by Google 



12 


PREMIERS ÉLÉMENTS WJ CALCI'I. INFINITÉSIMAL. 


produit de tous les autres, et faisant lu somme des résultats. 
Si, par exemple, on avait. 

y=x m . logx . sinx, 

on en déduirait 

dy =logx.sin x. mx M ~'dx-hx M sinx.~ dx 4- x".logx .cosxdx. 

2“ Si l'un des facteurs est constant, on obtient la différen- 
tielle cherchée en multipliant le facteur constant par la diffé- 
rentielle du produit des facteurs variables. Car si « est con- 
stant, du est nul, et la relation (5) devient 

dy = uw dv + uv dw =u(w dv -hvdw) ; 

or w dv -t- v dit’ est la différentielle du produit ne. 

Si, par exemple, on avait 

j/= ix’log'x, 

on en déduirait 

y = i j 5 x\ log' xdx-hx*. - d.rj 
ou 

dy= ix*(l -+-5log'x)r/x. 

**. — IV. La différentielle logarithmique du quotient de 
deux fonctions est égale à la différentielle logarithmique 
du dividende, moins la différentielle logarithmique du divi- 
seur. Car si l’on a 


on en déduit yv=u, et, en verlu du principe précédent. 


( 2 ) 


du dv du , du du dv 

— -I = — , d ou = ; 

y r h y u e 


ce qu’il s’agissait d’établir. 
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Reiiarques. 1“ Si l’on multiplie membre à membre les rela- 
tions (1) et (2), on obtient 


(3) 


_ du udv _ vdu — udv 

J v v* ~~ r* 


c'est-à-dire, que pour obtenir la différentielle d’un quotient, 
il faut multiplier le dénominateur par la différentielle du numé- 
rateur, retrancher de ce produit celui du numérateur par la 
différentielle du dénominateur, et diviser le résultat par le 
carré du dénominateur. 

Si, par exemple, on avait 

— _f!_ 

^ sin x ’ 

on en déduirait 

sin x. 2 x dx — x l cos x dx _ x(2sinx — xcos x)dx 

' sin’x sin’x 

2“ Si le dénominateur v est constant, dv est nul, et il reste 

, du 

dy = — ; 
v 

c’est-à-dire que, pour avoir la différentielle du quotient, il suf- 
fit de différentiel' le numérateur et d'écrire au-dessous le 
dénominateur constant. 

... sinx , , cos xdx 

Ainsi ij — — r— donnerait dy = — f . 

t* O 

5° Si le numérateur « est constant, du est nul, et il reste 
. udv 

• •’ y’ 

Si, par exemple, on avait 


y= x’ 
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14 PREMIERS ÉLÉMENTS l»U CALCUL INFINITÉSIMAL 
on en déduirai I 


dy = - 


5 . 2 xdx 


= -10 


(I. v 


ta. — Fonctions de fonctions. II peut arriver <|uc y, au 
lieu il’èlre directement fonction de#, soit fonction d’une varia- 
ble intermédiaire n, qui est elle-même fonction de x, et qu’on 
ait, par exemple, y=f(u), avec u=ç(x). On dit alors que y 
est une fonction de fonction. Si x varie de ax, u variera de au, 
et y variera de \y. Or on a identiquement 

AJ/ _ Aÿ AK 
AX AU ’ AX 

et à la limite 

dy _ dy du 
dx du ' dx ’ 


ce qui exprime que la dérivée de y par rapport à x est éyale à 
la dérivée de y par rapport à la fonction intermédiaire u, mul- 
tipliée par la dérivée de u par rapport à x. En multipliant par 
dx, on obtient la différentielle de y. 

Si, par exemple, on a 

y = log u avec u=x”, 

on en déduit 


dy loge 

ilx ti 


m x m ~ l 


log e . m x m ~‘ 

x" 


wi log e 
~~x~' 


et par suite 



*4. — Au lieu d’une fonction intermédiaire, il pourrait y 
en avoir plusieurs. On peut avoir, par exemple, y =f(u), 
avec u—<f (o) et t>='| (x). 
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Si x varie de ax, i> variera de av ; par suite, u variera 
de AM, et y de Ay. Or, on a identiquement 


A IJ a y AU av 


AX 


AU AV AX 


et à la limite 


dy _ dy du dv 
dx du dv ' dx ’ 


c’est-à-dire que, pour obtenir la dérivée de jy par rapport à x, 
il Faut prendre la dérivée de y par rapport à m, la multiplier 
par la dérivée de u par rapport à v, et par la dérivée de v par 
rapport à x. ■ 

En multipliant ensuite par dx, on obtiendra la différentielle 
de y. 

Si l’on a, par exemple 


t/=logu, u=v m , t'=sinx, 


on en déduira 
dy __ loge 


dx 


m log e . (sinx)" -1 . cosx 
(sinx)" 


d’où 


. mloge.cosxr/x . , 

du = — = m log e . col x dx. 

J sinx ° 


ts. — Il peut arriver encore que y et X soient tous deux 
fonctions d une troisième variable x, et qu’on ait, par exem- 
ple, j/=ç( a) avecx=^(a). 

Si a varie de Aa , X variera de AX , et y de aij. Or on a 
identiquement 


AX 


_g) 


m 

et à la limite ^ — • 

dx 


x “ (dx\ 

W 


A 
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c’cst-à-dire que, pour obtenir alors la dérivée de y par rapport 
à x, il faut prendre la dérivée de y par rapport à *, et la 
diviser par la dérivée de x par rapport à x. 

Cette dérivée est exprimée en fonction de a; on l’obtien- 
drait en fonction dex, en mettant pour a sa valeur en x tirée 
de la relation x=’.Ji(x). 

En multipliant ensuite par dx, on aurait la différentielle 
de J/. 

Si, par exemple, on a 

x = sina et x=ka, 

on en tire 


dy 

-r = co s a 
dx 



k, d’où 


du cos a 

dx ~ T’ 


X 

Mais on a a=^ ; on peut donc écrire 


dy 

dx 


x 

COS J 

et par suite 


, x dx 

d »= “ÏT 


ro.VCTIO.1S EXPLICITES DE PLUSIEURS VARIABLES 


*e. — Considérons la fonction 


(i) 




dans laquelle u etc sont des variables indépendantes quelcon- 
ques. Ün peut d'abord ne faire varier que l’une des variables 
indépendantes, et changer par exemple» en » -+- du, en regar- 
dant t' comme constant. La variation infiniment petite que 
subit alors la fonction f est ce que l'on appelle sa différentielle 
partielle prise par rapport à». Elle est égale à la dérivée par- 
tielle de f prise par rapport à », multipliée par du (14). On 
représente cette dérivée partielle de deux manières : soit par 

la notation /',(», t’), soit par la notation -j - , dans laquelle 
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il ne faut pas voir un quotient, niais une simple manière 
d’écrire la dérivée. L’accroissement infiniment petit que prend 
f{u,v) quand on fait croître u de du peut donc s’écrire 

f u (u,v).du ou du. 

De même, si l’on regardait u comme constant, et que l’on 
Rt varier » de dv, la fonction f(u,v) varierait d’une quantité 
infiniment petite qui serait sa différentielle partielle prise par 
rapport à v, et qui aurait pour valeur 

r,(u,v)dv ou ~[ r dv, 


l’une quelconque des notations f\(u,v) ou ^ représentant la 

dérivée partielle de la fonction par rapport à v. 

t». — Supposons maintenant que l’on fasse varier à la fois 
u et », l’un de du et l’autre de dv, la fonction z variera d’une 
quantité infiniment petite dz, que l’on appelle sa différentielle 
totale, et qui a pour valeur 

dz = f(u + du-, v ■+• dv) — f(u, v). 


Ur, on ne troublera pas cette valeur en retranchant et 
ajoutant à la fois la quantité /'(«, » + dv) ; on peut donc écrire 

(2) dz=f (u+du,v + dv)—f (u,v+dv)+-f (u,v+dv) — f(u,v). 

Mais l'ensemble des deux premiers termes du second mem- 
bre n’est autre chose que la différentielle partielle de la fonc- 
tion f(u, v -+- dv) prise par rapport à u, ou la différentielle par- 
tielle par rapport à u de la fonction f (u, v), puisque dv est 
aussi voisin de zéro qu’on le voudra et disparaît devant la quan- 
tité finie » ; l’ensemble de ces deux termes peut donc s’écrire 

Ji* 

f,(u,v).du ou ^ . du. 

De même, l’ensemble des deux derniers termes n’est autre 

2 
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chose que la différentielle partielle de f(u,v) prise par rap- 
port à v ; ils peuvent donc s’écrire 

f'r(u,v)dv ou ^.dv. 

On a donc enfin 

(3) dz=f' u (u, v) du 4* f\ (m, p) dv, 

ou 

14) dz = i y~. du -I- y- . du; 

' du dv 

ce qui revient à dire que la différentielle totale est la somme 
des différentielles partielles. 

*». — Supposons que l’on ait 

(5) z=f(u,v,w), 

u,V,W désignant trois variables indépendantes quelconques. 
Si l’on fait varier l'une d’elles seulement, et qu’on fasse croî- 
tre u de du par exemple, la fonction variera d’une quantité 
infiniment petite qui sera sa différentielle partielle par rap- 
port à u, et que l'on pourra écrire 

» r 

f. (u, v, u-) . du ou ^ . du. 

De même pour les autres variables. 

Si on les fait varier toutes les trois, et que h, v. w croissent 
respectivement de du, dv, dw, la fonction s variera d’une 
quantité infiniment petite dz, qui sera sa différentielle totale, 
et l'on aura 

dz=f{u + du, p -+ -dv, te 4- die) — f(u , v, w); 
mais cette relation peut s’écrire 

dz = f (u -+- du, v -I- dv, w 4- dw) — /' (u, V 4- dv, w 4- dw) 
4- f (u. v 4- dv, w 4- dw) — f (u, t», w 4- dw) 

4 -/■(«, v, w 4- dw) — f {u, v, w). 
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Or la première ligue du second membre est la différentielle 
partielle de f (u, r 4 - ac, w 4- Aie) prise par rapport à u, ou, 
ce qui revient au meme, la différentielle partielle de 
f(u, r, ic), puisque dv et dw sont aussi voisins de zéro 
qu’on le voudra , et disparaissent devant les quantités fi- 
nies cet ic. De même, la seconde ligne est la différentielle 
partielle de f (u, c, ic -H dw) , par rapport à c, ou, ce qui re- 
vient au même, la différentielle partielle de f(u, c, ic), puis- 
que dw est aussi voisin de zéro qu’on le voudra et disparait 
devant w. Enfin la troisième ligne est la différentielle par- 
tielle de f(u, v, w) par rapport à ic. On a donc 

(6) dz = f',(u, c , ic) du 4- f',(u, v, w) dv 4- f' w (u , c, w) dw, 


ou 

(7) dz = l -j du 4- --- dv 4- dw ; 

du dv dw 

ce qui signifie encore que la différentielle totale est égale à la 
somme des différentielles partielles. 

Ce principe pourrait être étendu de la même manière à une 
fonction d’un nombre quelconque de variables indépen- 
dantes. 



rONCTIOSS COMPOSÉES 

*». — Reprenons l’équation 

z = f(u, v). 

Au lieu de regarder u et c comme des variables indépen- 
dantes, supposons-les toutes deux fonctions d’une même va- 
riable x\ la fonction z sera alors ce que l’on appelle une 
fonction composée de a:. Or cette supposition ne changera 
rien à la démonstration du n° 27; on aura donc encore 

dz — l\( U , t’) du 4- / V(m, c) dv. 


A 
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Mais u et r étant des fonctions de x, on a alors 

du = u'dx, et dv=v'dx, 

u' et v' désignant les dérivées de u et de v par rapport à x. On 
aura donc 

dz=f, (u, v ) u' dx -f- /■',(«, v)v'(lx, 
et, en divisant par dx, 

^ =r.(«. f) ■«'-+- r. •(«, v).x?\ 

ce que l’on peut aussi écrire 

à ± = li ± U ’ + ( 1 V '. 
dx du dv ' 

c'est-à-dire, en vertu du principe sur la différentiation des 
fonctions de fonctions (25), que la dérivée d'uue fonction com- 
posée f (u, v) est la somme de ses dérivées partielles par rap- 
port du et à v, obtenues en regardant successivement u et 
v comme des fonctions de x. 

On arriverait à une conclusion analogue pour la fonction 
z = f(u, v, «’), si u, v et w étaient des fonctions d’une 
même variable x, c’est-à-dire qu’on aurait 

dz 

<7x = v » w ) + r.(«, »’> u>) • V -t- /'„ («, v, ie) . te'; 

ce qu'on peut écrire aussi 

dz df , df , df , 

dx du dv dw 
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S 2. - DIFFÉRENTIATION DES FONCTIONS IMPLICITES 


30 . — Considérons d’abord l'équation 

(1) />. y)=o, 

dans laquelle y est dite fonction implicite de x. Si x varie 
de (lx, y variera d’une quantité correspondante dy liée à dx 
par la relation 

f(x-hdx, y 4- dy) =0, 

et, en retranchant ces deux relations membre à membre, on 
obtient 

f(x + dx, y -4- dy) — f (x, y) = 0; 

ce qui signifie que la différentielle totale de la fonction f est 
constamment nulle. Or, d'après ce qu’on a vu au n°29, cette 
propriété peut s'écrire 

( 2 ) f’,(x t y)-i + f',(x,y)-y'-— 0 , 


ou 

( 2 ) 


rf / ^ ... ÿ_ 


dx 


'<iy 


= o. 


attendu que x est une fonction de x dont la dérivée est 1, et 
que y est une fonction de x dont la dérivée est y'. On tire 
de là 


( 5 ) 


r«(*. y) 

r, (*» y) ’ 


c’est-à-dire que, pour obtenir la dérivée d'une fonction impli- 
cite de x, exprimée par l'équation 1 (x, y) = 0, il faut pren- 
dre la dérivée partielle du premier membre par rapport ù x, 
la diviser par la dérivée partielle par rapport à y, et changer 
le signe du résultat. 
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Soit, par exemple, l'équation 

if — f> axy -+- .r 1 = 0 , 

on trouvera 

l'i (*, y) = — •> (ny — .r’), /', (x, »/) = 5 (»/* — o.r), 
et par suite 

, (iy — x* 

y = • 

y* — ax 

si. — Remarque. Lorsque la relation entre x et y se pré- 
sente sous la forme 5 (y)=ty(x), dans laquelle ces variables 
sont séparées, l 'application de la règle précédente donne 

y' 

d'où l’on tire 

c'est-à-dire que quand les variables x et y sont séparées, la 
différentielle du premier membre est égale à la différentielle 
du second; ce qu'on aurait pu prévoir,- car pour que deux 
fonctions de variables différentes soient constamment égales, 
il faut que leurs accroissements infiniment petits simultanés 
soient égaux. 

s*. — Les règles qui précèdent permettent de généraliser 
facilement le principe sur la différentiation de la fonction x”, 
en l’étendant au cas de m fractionnaire ou négatif. 

1. En effet, soit d'abord 

r 

y = xi, 

p et q étant deux nombres entiers. En élevant les doux mem- 
bres à la puissance q, on obtient 


■y (j) 
?' (!/)’ 


ou 


dy_'ÿ(x) 
dx *'({/)’ 


— y (-r)dx; 
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fit, par conséquent, en vertu de la remarque 

qif- 1 dy = px r ~ l dx, 

d’où 

(hj )) x p ~' _ p x^'.y 

dx ij ' j/ ,_1 — ( i ' if ’ 


d y p _p £-1 

dx — q • r ! ' ~~~ q" 

ce qui revient à la règle du n° IG. 

Si, par exemple on a. 


on en déduira 



»/ = 


o 

û 


T’ . 


Si l’on a 


on en déduira 


1 

i,=\x = x t , 



II. Soit mainlenant 


ij = jr"i 

on en tire 

ijx m — 1=0, 


et, en appliquant la règle exprimée par 
n“ ôo, 

inyx"" 1 -*-* 31 . ÿ' = 0; 


23 

ci-dessus (51 K 


l’équation (2) du 
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d’où 

Il x~ m 

il' = — m - = — m . — = — mx~ H ~‘ ; 

J x x 


ce qui revient encore à la règle du n“ 16. 

Si, par exemple, on a 

-1 . 1-1 
y = x * , on en tire y' = — ^ x ». 

Si l’on a 

ii—- = x , on en tire y = — x~'= 

9 x ’ J x’ 

ss. — Soit maintenant la relation f(x, y,z)=0, dans la- 
quelle z est une fonction implicite des deux variables x et y. 
Si x et y varient respectivement de d. r et de dy, z variera 
d’une quantité correspondante dz liée à dx et à dy, par la 
relation 

f(x -+- dx, y H- dy , z -+- dz) = 0 . 

En retranchant les deux relations membre à membre, on 
aura donc 


f(x-h dx, y -j-dy,z-h dy) — f(x, y, z) =0; 

ce qui exprime que la différentielle totale de la fonction f est 
constamment nulle. 

Or, d’après ce qu’on a vu au n° 28, celle propriété est ex- 
primée par la relation 


d l 

dx 


dx 


d l 

dy 


dy 


df , 

7L ds = 


0 . 


(Il faut bien se rappeler que les notations — , ne repré- 

sentent pas des quotients, mais bien les dérivées partielles de 
la fonction f(x,y,z), par rapporta x, à y et à s). La relation 
ci-dessus exprime donc que la somme des différentielles jiar- 
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ti elles de lu fonction f (x, y, z ),par rapport aux trois variables 
est égale à zéro. 

On démontrerait de même que si l’on avait /‘(x, y, z, I) =0, 
on en pourrait déduire 


d l 

dx 


A 1 

dy 


df 


y*—. 




III. - APPLICATION DES PRINCIPES DE DIFFÉRENTIATION 
ALX FONCTIONS LES PLUS USITÉES 


34 . — Fonctions algébriques rationnelles. Les fonctions que 
l’on rencontre le plus souvent sont les fonctions algébriques 
entières, telles que 

(1) ÿ=Ax"-+-Bx"-‘ + Cx»- , ...-+-Tx + ü. 

La différentielle d'une somme étant la somme des différen- 
tielles de ses parties (20), il faut, pour obtenir la différentielle 
dey, différentier successivement chacun des termes du second 
membre. Or, chacun de ces termes est le produit d’un facteur 
constant par une puissance de x ; sa différentielle s’obtient 
donc (21, 2 ) en multipliant le facteur constant par la diffé- 
rentielle du facteur variable. Or, celui-ci étant une puissance 
de x, on obtient sa différentielle en multipliant par l’exposant 
de x, diminuant cet exposant d’une unité et introduisant le 
facteur dx (16). En appliquant ces divers principes, on aura 
donc 

dy = [mAx" -1 -!- (m — 1 ) Bx" - ’ -f- (m — 2) Cx“~\ . . H- T| dx ; 

le terme U disparait, attendu que la différentielle d’une con- 
stante est nulle (19). 

Si l’on a, par exemple, 

2 , 5 . 2 , 1 , . _ 

1 / = x* — ^ x — j x 5 -f- ^ x’ — 4 x + / , 
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on trouvera 


<ly= (2 x* — Ci -1 — 2 x* 4- x — 4) (lx. 


33. — Après les fonctions algébriques entières, celles qu’on 
rencontre le plus souvent sont les fractions algébriques ; leur 
différentielle s’obtient en appliquant la règle donnée au n° 22 
(Rem. I“) pour la différentiation d’un quotient. 

Si l’on a, par exemple, 


d) 


_ x' — 5 x 4- (i 
- 1 x’ — 4.T-+-4’ 


on obtiendra successivement 

. (x* — ix-t-ilrfix’— 5x-t-6)— (j*— 5x+C)<i(i’— 4x+4) , 

J (x* — 4x-t-4)* 

(.r* — 4x-t-4) (2x — 5) — |x’ — 5x -t-C) (2x — 4) . 
~ (x* — 4* 4)* " X 

x* — 4 x -+• 4 . 

(x* — 4x — 4) ,M 


ou 

(2) 


'/</ = 


(lx 

(x — 2) , ‘ 


Dans cet exemple il y a une vérification facile : les deux 
termes de la fraction (1 ) proposée admettent le faclcurx — 2; 
si on le supprime, il reste 


!l 



En appliquant la règle de différentiation d’un quotient, on 
obtient 

, (x— 2)rf(x— 5)— (x — 5)(/(x— 2) (x— 2)— (x-ô), 

''»= (î=àF = — <x— ai- dx 

dx 

~ (x — 2)’ 
comme plus haut. 
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36 . — Fonctions algébriques irrationnelles. La règle pour 
la différentiation d’un radical du second degré peut être faci- 
lement établie. Supposons, par exemple, que 1 on ait 

i/=\ ox* -4- èx -4- c. 


Posons 


it=ax i -4- bx -+- r, 


il viendra 


1 

H=\lü= u* 

et, en différenliant ly comme une fonction de fonction (-3), 


1 -i , du 
dy = -u ’du= - 2 -= 


(2 nx -4- b) dx 
2 y ax 1 4 - bx -4- c. ’ 


c’esl-à dire que, pour obtenir la différentielle d'un radical du 
second degré, il faut prendre la différentielle de la quantité 
placée sous le radical, et la diviser par le double du radical. 

3ï. — On suit une marche analogue pour différentier un 
radical d’indice quelconque. Soit 

1 

n 

IJ = y H = U ’ 


u étant une fonction de x. On en tirera (32) 


<1<I 


i - - 1 , i 
- u« du = - 
x n 


du 

i — i 
». ; 


du 


n\ u" 


d’où il serait facile de déduire une règle. 

Soit, par exemple, 

y = y/ ax 3 + bx 1 -4- ex -4- d , 

on trouvera 

, (5rrx ! -4-2&x-4-c)tfx 

dlj = , ~ =r=r. 

3 y (ox 5 bx * - 4 - ex -4- (/)* 
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s». — Ou peut rencontrer des expressions dans lesquelles 
les radicaux sont mêlés à des fonctions rationnelles , entières 
ou fractionnaires. 

Soit, comme exemple, 

_ (1 -I- 2 x’) v 1 — x* 
y ~~ 3x l 


En appliquant d’abord la règle pour la difiérentiation d’un 

1 

quotient, après avoir mis en facteur on trouvera 


, 1 xM(l -t- 2x’) J \ — x* — (l-t-2x*Wl — ï’.di* 

*>=V ? 

ou , en effectuant les différentiations indiquées au numéra- 
teur, 


[. ï — -, (1 -t-2 x*)x 

4 x v 1 — x* -t 

, S L \ 1 — x* . 

d ' J = i * — zï 


— (l-t-2x*)y 1 — x*.5x’ 


-</x 


Supprimant le facteur x‘ commun a ux deux termes, et mul- 
tipliant ensuite ces deux termes par y I — x*, il vient 

1 x[4x(l— x 1 )— (l-t-2x*)x) — 5(l-t-2x*)(l— x*| , 

Jÿ= 5 

Effectuant les calculs au numérateur, et réduisant, on 
trouve enfin 

<lx 

dy^ 


X* V 1 — 


On trouvera de même que 


(8 x 1 -t- 4 X* -t- 5) v x* — 1 


donne par la différentiation 
(hj. 


1 b x 5 


ilx 


x" J x' — 1 ■ 
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3 °- — Fondions exponentielles et logarithmiques. Soit 
maintenant à différenlier la fonction exponentielle 

y = «*. 

La méthode la plus simple consiste à prendre d’abord les 
logarithmes des deux membres et à écrire 


logÿ=xloga. 

Les variables étant séparées, on peut (31) égaler les diffé- 
rentielles des deux membres, et écrire (17) en conséquence 


log e.du . . 

— ^ * = log u . dx , 

y ’ 


d’où 


ily _ loga 
dx loge’ 1 ' 


log« 


• •«*, d'où dy =i^i' a *dx. 

loge J loge 


Ainsi, pour obtenir la dérivée de a 1 , il suffit de multiplier 

par le facteur constant 

' loge 

Si l’on avait a=e, il viendrait 


y=e 1 et 


dy 

dx 


e*. 


Ainsi la fonction e z jouit de cette propriété qu’elle est égale 
à sa dérivée. 


40 . — L’exponentielle y = a~ I peut être ramenée à la pré- 
cédente en posant — x=u; d’où du= — dx. On a alors 

(/=«*; 

par suite 


dy — a“ du = 
loge 


logfl ; 
— i — ■ a 1 dx. 
loge 
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Si a était égal à c, ou aurait 

„ d'I 

» = e cl s = - e ; 

ainsi la fonction e~ r est égale et de signe contraire à sa déri- 
vée. 

4i. — On peut avoir en exposant le produit de x par une 
constante. Soit, par exemple, ij=a mi . On posera u=mx, 
d’où du=mdx. On aura alors 


dij = a “ du — u mI . mdx. 

log e log e 

On trouverait de même que ÿ = a - "' donne par la diliéren- 
tiation 

dy = — ar nt mdx. 

loue 


On rencontre souvent des expressions de la forme 
ij=Xe mi -+- Ue ~ mx . 

On en lire, en appliquant les règles précédentes, 
dy= m (Ae" 1 — Ite - " 1 ') dx. 

i*. — On a vu au n“ 17 comment on difiérentie le loga- 
rithme de x; mais on peut avoir à différentiel' le logarithme 
d’une fonction de x, par exemple, 

y = log'(x-f- v/i 4-x*). 

On posera 

n=x 4- cl -4-x* , d’où du — ( 1 ■ -\dx, 

\ vU -*) 
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on auru alors 


j/=log'H, d’où 


ou 






, _ (\ 1 -t-x* -t-x)dx dx 

y (x -f- y 1 +X 1 ) y/l -f- X* y 1 -+- X* 

•13. — On pourrait être embarrassé pour diflérentier la 
fonction y =x c . Il suffit pour cela de prendre les logarithmes 
népériens des deux membres, ce qui donne 


log'y = xlog , x. 


Les variables étant séparées, on peut égaler les différentielles 
des deux membres (31 ) , et l’on trouve 


dy (, , 1 

- = log' x -t- x . - 

y \ x 

d’où 

dy = y (1 -+- log'x) dx — x*( I -+- log'x) dx. 

44. — Fonctions circulaires. On a vu ( 1 8) que la différen- 
tielle de sin x est cos xdx. 

Soit maintenant t/ = cos x. Pour différentier cette fonc- 
tion, on pourrait suivre une marche analogue à celle du 
n° 18; mais il est plus simple d’opérer de la manière sui- 
vante. Posons 


^ dx = ( 1 log'x) dx ; 


x=| — u, d’où — x, et du — — dx. 


Nous 


s aurons 


y = cos ^ — tij — sin U, 
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el par conséquent 


= cos u du = cos — x'j • ( — dx) = — 


sinx dx. 


Soil y = tang x. On pourra écrire 


et, en appliquant la règle pour la différentiation d'un quo* 
tient (22), on trouvera 

, cosx.dsinx — sinx.rfcosx cos’ x sin’x . 

dj — dx 

cos’x cos’x 


Soit de même y = cot x ; on écrira 


_ cos x 
^ sin x’ 


, sinx.rfcosx — cosxrfsinx — sin ! x — cos’x . 

rfy = — = — dx 

sm’x sm’x 


45. — La sécante cl la cosécante sont rarement employées; 
mais la différentiation de ces fonctions n’offrirait aucune dif- 
ficulté. Soit, par exemple, 

\ 

u — sec x = . 

cosx 

On posera 

« = cosx, d’où du = — sinxrfx. 

On aura alors 


!/=- = «-'; 
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et par conséquent 


oa 


ou bien 


dy = - i r , du=—^, 


, sinj tdx 

COS* X 


Pour y = cosécx, on trouverait 

. cos x dx 

sin’ x 


46. — Au lieu des fonctions circulaires directes dont nous 
venons de parler, on peut avoir affaire aux fonctions circu- 
laires inverses. 

Soit, par exemple, 

y = arc. sin x; 

on en déduira d’abord 


x == sin y, d’où dx = cos y dy, 


ou 


d'où 


dx = y l — sin* y . dy = ^1 — x' .dy ; 


d’J = 


dx 


V 1 — x' 


Soit, en second lieu, 


on en déduira 
d’où 


y = arc. cos a- ; 
x = cos y , 


ou 


dx = — sin ydy=—\ 1 — cos* y . dy , 
dx — — y 1 — x* . dy , 
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dy = - 


dx 


y 1 — X 1 

différentielle dent la forme ne diffère de la précédente que 
par le signe. 

Soit encore 

y = arc tang x ; 

ou en déduit 

x = tang y ; 


d'où 

ou 

d’où 

Soit enfin 
on eu déduit 
d’où 

ou 
d’où 


dx = ^s’ÿ =(1+,an8,!/)rf!, ’ 

dx — (t -+- x 5 ) dy , 

, dx 

du = . 

1 -t-x 

y = arc cot x ; 
x = cot J/. 


dx = ” üSy = “ o ■+■ c ° 1 ’ ») a, j ’ 


dx — — (1 x*) dy , 

dx 


dy = 


x' 


différentielle dont la forme ne diffère de la précédente que 
par le signe. 
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4». — On peut rencontrer des fonctions analogues aux 
précédentes (45, 46), mais dans lesquelles a: est multiplié 
par un facteur constant. 

Soit, par exemple, 

y = sin mx; 

d'après la règle de la différentiation des fonctions de fonc- 
tions (23), ou, en prenant mx pour variable, on trouvera 

dy = cos mx . dmx = m cos mx tlx ; 

c'est-à-dire qu’il faut opérer comme au n° 45, et multiplier 
le résultat par m. 

Soit de même 

. x 

u = arc sin - : 

J a 


en appliquant les memes règles, on trouvera 
x 


d . 


dy = 


- dx 
a 


dx 


0-1 \M v "’“ x ' 

On trouvera semblablement que 
ij = tang mx 


donne 


et que 


donne 


dy = 


mdx 
cos* mx ' 


y = arc tang 


x 

a 


d.' 


< l !l = 


1 + 


adx 

a 4 -+- x* ‘ 
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48. — Enfin les fonctions circulaires peuvent se trouver 
mêlées avec des fonctions algébriques ou logarithmiques. Nous 
en donnerons deux exemples. 

Soit d’abord 

y = c — log' col x. 

Posons 

ix = r, et cot v = u ; 

il viendra 

. y=c — iog'n; 

par conséquent 



mais 


du = — 


dv 

si n’ r ’ 


et 


dv = 7 dx ; 


il viendra donc, en substituant 




— \dx 

sin* i-x dx 

cot. ?x 2 sin j x cos J x 


dx 

sin x 


Soit, en second lieu, 


y = R arc . cos ^1 — J — y — x *• 

Posons 

A = R arc cos ^1 — » u — ^ — p > B = V 2 Bx — x* ; 

il viendra 

y — A — B , d’où dy = d\ — </B ; 
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A = R arc cosu, d’où 


d\ = — R 


du 


dx 


v '-"' \/-M 


ou 


et 


HX = 


R ilx 


rfB: 


par conséquent 


V‘2Rx -x* 

(2 R — 2x)dx (R — x) dx 

2 v'SRx^ï* ~ y/ 2 Rx— x* : 


v '2Rx -x* 


- Jltc 

v'2Rx — x’ y2R — x 


On peut, à l’aide des règles ci-dessus établies, différentier de 
même toutes les fonctions d’une variable. 

4®. — Les fonctions composées peuvent toujours être dif- 
férentiécs directement comme des fonctions delà variable in- 
dépendante x, et il y a rarement avantage à appliquer la règle 
du n° 29, qui nous a servi surtout à établir la méthode de 
différentiation des fonctions implicites. Cependant, pour com- 
pléter ce que nous avons à dire sur ce sujet, nous traiterons 
un exemple de fonction composée. 

Soit 


(1 ) Z — U V 1 — V* + V -=f (U, v ), 

U 

relation dans laquelle on suppose u=e t et e = sinx. 
On aura d’abord 


df -j , v df —uv v 

du S ’ u 1 Cl ilv ~ y 1 — v' u 
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Par conséquent 

( 2 ) 

Ce résultat peut être facilement vérifié. Si l’on y met pour 
u et v leurs valeurs, en remarquant que, 

du — e*(lc et dv — casxdx, 

on trouve 


, ( sinx\ , , /Vsinx 1\ . 

t/s = I cosx r— ) e’dx — h - ; 1 cos xdx; 

\ e 11 / \ cosx e 1 ) 

ce qu’on peut écrire 


(3) dz=(e ‘ cosx — er l sinx — e'sinx — e~ r cosx) dx. 


Or si dans la relation (1) on met pour n et v leurs valeurs, 
on a 


s = e* cosx 4- e *sinx, 


cl si l’on différence directement , en appliquant les règles 
pour la différentiation d’une somme et d’un produit, on re- 
tombe sur le résultat exprimé par la relation (3). 


IV. — DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS 

5 1.— FONCTIONS EXPLICITES D'UNE VARIABLE 

so. — La dérivée d'une fonction de x étant elle-même une 
fonction de x, on peut en prendre la dérivée ; on obtient ainsi 
ce que l’on appelle la dérivée seconde de la fonction. La déri- 
vée première étant représentée par f'(x) ou par y', on repré- 
sente de même la dérivée seconde par /'" (x) ou par y". 

Cette seconde dérivée étant encore une fonction de x, on 
peut en prendre la dérivée ; et l’on obtient ce que l'on appelle 
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la dérivée troisième, que l’on représente par /*" (x) ou 
par y'". 

En prenant la dérivée de la dérivée troisième, on obtiendrait 
la dérivée quatrième, que l’on représenterait par f n (x) ou 
par y", et ainsi de suite. 


Kl. — Mais on emploie encore, pour représenter ces déri- 
vées successives, une autre notation qu'il faut connaître. 

On a vu (l i) que la dérivée première peut être représentée 


par et porte alors plus particulièrement le nom de coef- 


ficient différentiel. Par analogie, on peut représenter la déri- 

r * • # • » (/|i , 

vée seconde if, c’est-à-dire la dérivée de y', par ; et, en 


mettant pour y’ son expression 


dy 
dx ’ 


on a 


d. 


l lï 

dx. 


dx 


Or, dans le cours d’un même calcul, l’accroissement infini- 
ment petit dx attribué à la variable indépendante est toujours 
considéré comme constant, ce qui revient à supposer que cette 
variable croit en progression arithmétique dont la raison 
est dx. L’expression ci-dessus peut donc s’écrire 



Au lieu d’écrire deux fois le signe d de la différentiation, 
on convient de ne l’écrire qu’une fois ; mais on l’alfectc de l’in- 
dice *, et l’on écrit 



Sous cette forme, la dérivée seconde prend plus particulière 
ment le nom de coefficient différentiel du second ordre. 
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De même on peut représenter la dérivée troisième y"', ou 
la dérivée de y", par 

f/y" . d'y 

T~ ou d.-r- 
dx ax* 

~dx~' 

et, puisque dxest regardé comme constant, on peut écrire 
r dx 1 ' 

On n’écrit le signe d qu’une fois en l’affectant de l’indice *, 
et l’on a 

V dx* ’ 

c’est le coefficient différentiel du troisième ordre. 

En général, on représente d’une manière analogue la déri- 
vée d’un ordre quelconque n ; et l’on écrit 

y dx" 

c’est le coefficient différentiel de l'ordre n. 

8». — Soit, par exemple, y=x", on en tirera 

= mx M ~' ; ~ = m (m — \ ) x” _1 ; 

dx dx' ' ' 

^ = m(m— 1) (m — 2) x* -s ; 
et en général 

= m(m — 1) (m — 2) . . .'(m — n-M)x"-\ 

On peut remarquer que, pour n=m, on obtient 
g = «(«-!)... 5.2.1, 
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quanti lé constante ; en sorte que la dérivée de l’ordre m -f- 1 
est nulle, et qu’il en est de même de toutes les suivantes. 

On en conclut qu’une fonction algébriqueentière dudegrc m 
n’a pas plus de m dérivées successives ; la dérivée de l’ordre m 
est constante, et toutes les suivantes sont nulles. 

Mais, pour toutes les autres fonctions, le nombre des déri- 
vées successives est indéfini. Si, par exemple, on a y = e*, on 
en déduira 


— * y 

dx~ ' <U* 



et ainsi de suite ; toutes les dérivées sont égales entre elles et à 
la fonction e *. 

Si l’on a t/=sinx, on en déduit 


dy 

xlx 


d'y 

= cosx ; -~ = — 

rte 1 


sin.r 


<P_y 

dx 5 


= — cos x ; 


d'y 

Tx = + unx ’ 


les dérivées se reproduisent périodiquement dans l’ordre 
-t-cosx, — sinx, — cosx, 4-sinx. 

On verrait de même que les dérivées de e~* ont toutes pour 
valeur absolue e~\ mais qu'elles sont alternativement affec- 
tées du signe — et du signe -f- , et que les dérivées mccessi- 
ves de cos x sc reproduisent périodiquement dans l’ordre 

— sinx, — cosx, +sinx, -t-cosx. 

s*. — La notation des différentielles successives se déduit 
de celle des dérivées. 

Les différentielles successives de y sont : 

dy,d.dy ou d'y, d.d'y ou d'y, 
et ainsi de suite. 

Si maintenant on sc rappelle que la différentielle d'une fonc- 
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lion do x est égale à sa dérivée multipliée par Jx, cl que le 
facteur dx doit être considéré comme constant, on aura 

ih/ — f‘(x) dx — ^rfx, 

iPy = f" (x) dx dx — jjrj dx% 

(P y = f" (x) dx*.dx = ^ j dr\ 

et ainsi de suite, relations qu’il ne faut pas confondre avec des 
identités, attendu que 

dy d* y (P ij 
dx dx * ’ dx 3 ’ 

sont des notations spéciales et non des quotients. 

On a, en général, 

d''y = ÿdx\ 

et l'on voit que la différentielle de l'ordre n est un infiniment 
petit du même ordre, puisque le facteur ^ , qui représente 
une dérivée, est généralement fini. 


S 2 . - DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS EXPLICITES 
DE PLUSIEURS VARIABLES 


54 . — Soit /'(h, r) une fonction de deux variables indé- 
pendantes. On a vu que sa dérivée partielle (20) par rapport 

à u est représentée par -j-. Cette dérivée étant, en général, 

elle-même une fonction de u et de v, on peut en prendre la 
dérivée partielle par rapport à u; et, conformément à la no- 
tation adoptée pour les fonction d'une variable (51), on la re- 
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<Pf 


4 *» 


présentera par Cette dérivée seconde étant une fonction 
île u et de v, on pourra en prendre la dérivée partielle par 
rapport à », et l’on aura la dérivée troisième ^ ; et ainsi de 
suite. 

On verrait de la même manière que les dérivées partielles 
des divers ordres prises par rapport à v sont représentées par 
df </y iPf 
dv ’ de” du 1 ’ *” 

Mais, après avoir pris la dérivée partielle par rapport à », 

^ , comme celte dérivée est une fonction de u et de t», on peut 

en prendre la dérivée par rapport à v ; on la représente, par 

analogie, par -7- } •■ 

1 dudv 

On pourrait, au contraire, après avoir pris la dérivée de 
f(u,v) par rapport à t\ ~ , prendre la dérivée partielle de 

d*/ 

celle-ci par rapport à « ; on la représente par 

Plus généralement, on peut, après avoir pris p dérivées par- 
tielles successives de /’(», v) par rapport à », prendre ensuite 1 / 
dérivées partielles successives de la dernière par rapport à v. 

Le résultat final de ce calcul est une dérivée de l’ordre p-h(/, 
que l’on représente par 

d"/’ 

du p dv ' 1 ’ 


en remplaçant, pour abréger, p -+- <j par ». 

Si, par exemple, on a pris deux dérivées partielles suc- 
cessives par rapport à », puis trois dérivées partielles succes- 
sives par rapport à v , le résultat final sera représenté par 

AL 

dtp dv *’ 
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55 . — Dans ce genre de calcul, l'ordre des différentiations 
est indifférent . 

On fait voir aisément, par exemple, qu’on a 

d‘f __ d'f 
du dv dv du ' 

En effet, on a vu au n° 12, que si l’on a y = f(x ), on en tire 
dy = f(x + dx) -f(x), 

d'où 

,,s dy _f(x + dx) — f(x) 

' ’ dx dx 

Si donc on a z= f (u, t»), et que l’on considère d’abord le 
second membre comme fonction de u, c’est-à-dire v comme 
constant, on aura 

m, dz _ f(u-+- du , v) —f (u, r) 

du du 

Si l’on veut obtenir la dérivée de cette expression par rap- 
port à t% il faudra, d'après la règle exprimée par la rela- 
tion (1) elle-même, changer, dans le second membre de (2), 
la variable t' en v ■+■ dv, retrancher du résultat la valeur pri- 
mitive de ce second membre, et diviser la différence par dv, 
ce qui donnera (ô) 

d'z f{u-t-du,v+dv ) — f(u,v-\-dv) — f (u-t-du ,v)-t-f(n,v) 

du dv du dv 

Supposons maintenant que l’on fasse le calcul dans un ordre 
inverse. En ne faisant varier d’abord que t', on aura 

dz f{u,v + dr) — f(u,v) 

dv dv 

Pour obtenir la dérivée de cette expression par rapport à u, 
il faut, conformément à la règle exprimée parla relation (1), 


Digitized by Google 


DIFFÉRENTIELLE. S SUCCESSIVES DES FONCTIONS. 45 

changer, dans le second membre, la variable u en u + du, 
retrancher du résultat la valeur primitive de ce second mem- 
bre, et diviser la différence par du, ce qui donne (4) 

d’à f (w-f-rfw, v-H/r) — f {u+du,v)—f (u,v+dv)+f(u,v) 

dvdu dvdu 

Or, si l’on compare les seconds membres des relations (3) 
et (4), on reconnaît qu’ils ne diffèrent que par l’ordre des 
termes du numérateur, ou par l'ordre des facteurs du déno- 
minateur; ils sont donc égaux, et l'on a 

(Pi _ (Pi 
du (lv dvdu 

Ce théorème étant applicable aussi bien à une dérivée qu’à 
la fonction f(u, v) elle-même, il en résulte qu’on pourra tou- 
jours intervertir l’ordre de deux différentiations consécutives 
quelconques, et amener par conséquent les différentiations à 
se succéder dans un ordre quelconque; ce qu’il s’agissait 
d’établir. 

se. Cela posé, on a trouvé au n° 27 que la relation 
i = f(u, r) 

donne 

(5) dz = ~ du-h dv , 

du dv 


dz désignant la différentielle totale de f(u, v). 

Si l’on différentic les deux membres en faisant tout varier, 
l'application des règles relatives à la différentiation d’une 
somme et d'un produit donnera 

Mais si l’on applique aux fonctions ^el ||| la règle exprimée 
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5». — Pour obtenir <Pz, il faudrait différenlier la rela- 
tion (7) en faisant tout varier; la différentiation introduirait: 

V les quantités d. (g) . d , dont on 

obtiendrait la valeur en appliquant à ces fonctions la règle ex- 

àf 

du 

déjà obtenues plus haut; en faisant les substitutions, et tenant 
compte du théorème du n° 55, on arriverait à la valeur de rf's. 
On suivrait une marche analogue pour obtenir d'z et les 
différentielles suivantes. Mais le calcul va toujours en se com- 
pliquant, et, au delà de d'z, les résultats ne sont pas utiles 
dans les applications ordinaires. 

Remarques. — I. Dans le cas particulier où u et v sont rem- 
placés para: et par y, et où l'on a 

z=f(x,y), 

on pose souvent 

,lf =„ *!.-r Jü-, *t„, 

di 1 ' ely '• ,ls". ’ dxdy~’ ilf 



primée par l'équation (5), et 2" les quantités d ^ 
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Les équations (5) et (7) deviennent alors 

(81 I dz = P dx ~ h< i (l y 

' I d 1 z = rdx* -I- 2sdxdy -+- tdif-hpd' x -t-f/dly. 

Ces notations sont adoptées par lieaucoup d’auteurs. 

II. Si les variables x et y, au lieu d’èlrc indépendantes, 
étaient fonctions d’une même variable indépendante a, la va- 
riables serait aussi fonction de a, et l’on aurait 

dx = ^ dx, dij = P dx, d* x= P dx', d'i) = l ~ dx', 
dx ’dx dx' J dx ' 

dz = p t dx'. 
dx 


En substituant ces valeurs dans la relation (8) et divisant 
par dx', on trouve 



S 3. - DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS COMPOSÉES 


58. — Si, dans la fonction /’(», v), les variables u et v, au 
lieu d’étre indépendantes, sont fonctions d’une même va- 
riable x, la relation (7) du n° 56 n’en a pas moins lieu. Mais 
on a alors 

du=^u’dx, (Pu = u"dx', dv — v'dx, d'v = v“dx : , 

u\ u", v’, v " désignant les deux premières dérivées de u et 
de v par rapport à x. Substituant ces valeurs et divisant 
par dx', on obtient 
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s 4 - DIFFÉRENTIELLES SUCCESSIVES DES FONCTIONS IMPLICITES 


s». — Soit f(x,y) = 0, la relation qui lie deux varia- 
bles x et y, la première étant la variable indépendante. 
Posons d’abord 

* =/■(*< y). 


nous en déduirons, en vertu de l’équation (10) du n»58, 


d'z 
dx ' 


rf jf 

dx*' 


IL 

dxihj 


*y 


d*f 

dp 


'*4 -^x" 
dx 



Mais puisque la fonction f(x , y) est constamment nulle, il 
en est de même de scs dérivées successives (19. Rem.) ; on a 

donc = 0 . En meme temps, x devenant la variable indé- 

dx 

pendante, onax' = 1 etx" = 0; l’équation ci-dessus devient 
donc 


( 11 ) 


dx * 


-y 




-y” d f = 0. 

J dy 


dx dy J dy' 

Il faut remarquer que cette relation peut se déduire de la 


relation 

(12) 


df 

dx 




établie au n” 50. 11 suffit pour cela de différenticr le pre- 
mier membre en faisant tout varier, et en regardant y' comme 
une fonction dex, et d’égaler à zéro la dérivée ainsi obtenue. 

Si l’on opère de même sur la relation (1 1), c’est-à-dire si l’on 
différentie le premier membre en faisant tout varier, et en 
regardant y' et y" comme des fonctions de x, puis qu’on égale 
à zéro la dérivée obtenue, on trouve 


( 11 ) 


(*f 

\dx 


- , <?( 

dx'dy 


3 , r Æ 

J dx dy* 


y 


dy 


9 


, , + »/' y " +*/'"? = 0 ’ 

dx dy J dy') J J dy 
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équation qu'on pourrait obtenir aussi, mais moins simplement, 
en suivant la marche indiquée au n°57, changeant u et v eu x 
et en y et remarquant que puisque x devient variable indé- 
pendante, on a 

af — \, x"=0, x"' — 0. 

On voit que la première dérivée est donnée par la relation 
(12); cette dérivée étant connue, on substituera sa valeur 
dans la relation (11), qui donnera ÿ"; les dérivées y' et y" étant 
connues, on substituera leurs valeurs dans la relation (15), 
qui donnera y'". 

Les dérivées suivantes ne se rencontrent pas dans les appli- 
cations ; mais elles s’obtiendraient par des calculs analogues. 
Pour obtenir ij”, par exemple, il faudrait égaler à zéro la déri- 
vée du premier membre de l’équation (11) prise en faisant 
tout varier et en regardant y', y" et y'" comme des fonctions 
de x. 


V. -- DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES 

g I. - FONCTIONS D UNE SEULE VARIABLE 

bo.— Liant donnée une fonction de x, que nous représente- 
rons par f (x), on donne à la variable x un accroissement h, 
et l’on se propose de développer f(x -+- h) en une série ordon- 
née suivant les puissances croissantes de h ; en d’autres ter- 
mes, on se propose de trouver une série de ce genre qui puisse 
remplacer la fonction f{x-t-h). Il faut pour cela que la série 
obtenue soit convergente (voy . V Appendice), et qu’en prenant 
un nombre suffisant de termes, on puisse, quelque soit x, ap- 
procher autant qu’on le voudra de la valeur de / (x-f-/i). 

r 

si. — Si la fonction proposée èst algébrique et entière par 
rapport à X, le développement demandé est facile à obtenir. 

4 
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Il suffit de se rappeler que, dans le développement d'une puis- 
sance entière du binôme X 4- h, chaque terme se forme du 
précédent en multipliant par l’exposant de x dans ce terme, 
en diminuant d’une unité l’exposant de x , en augmentant 
d’une unité l'exposant de h, cl en divisant enlin par le nombre 
des termes qui précèdent celui que l’on veut former. Ceci 
revient à dire que, dans le développement, le coefficient de 
chaque puissance de h est égal à la dérivée par rapport à x du 
coefficient précédent, divisée par le nombre des termes qui 
précèdent celui que l'on considère. Ainsi le terme général du 
développement de (x -+- h) ”, savoir : 

m(m — i)(m — 2)...(m — n-H) 

1 . 2 . 3. ..u 

donnerait d’après cette règle 

», (m — 1) (»i — n + l)(m — u) 

1 .2.ô...«(»i-H) ’ 

ce qui est bien le terme suivant du développement. 

La meme règle subsisterait évidemment si la puissance de 
X4-/i que l’on développe était multipliée parmi facteur con- 
stant ; car ce facteur affecterait tous les termes du développe- 
ment sans altérer la loi suivant laquelle se forment les coefli- 
cienls successifs des puissances de h. 

o*. — Cela posé, soit 

f(x) = Ax" 4- Ilx’"- 1 + Cx"-\. . + Tx 4- U , 

changeons x cnx4-/i, il viendra 

f(x4- /,) = A (X 4- /i) M 4- B (X 4- li) m ~' 4- C (X 4- h )"- 1 . . . 

4- T (x 4- h) 4- U 

OU) en développant et ordonnant par rapport à /i, 


Digitized by Googte 



DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS EN SÉRIES. 



Digilized by Google 




PREMIERS ÉLÉMENTS DD CALCIL INFINITESIMAL 


Or, les termes qui forment la première colonne verticale 
reproduisent la fonction proposée f(x). D’après la remarque 
aite plus haut, chacun des termes qui forment le coefficient 
de h est la dérivée par rapport à x du terme qui lui correspond 
dans la colonne précédente, divisée par 1 ; l’ensemble de ces 
termes est donc la dérivée de f (x) par rapport à x, divisée 

, . f'ixi 

par 1, et peut conséquemment s’écrire Chacun des ter- 

; • . 'h 1 

mes qui forment le coefficient de/i* est la dérivée par rapport 
à x du terme qui lui correspond dans la colonne précédente, 
divisée par 2 ; l'ensemble de ces termes est donc la dérivée de 

/’(x) . f"(x) - ' 

'-y- divisée par 2, et peut s’écrire ^ ^ . On verrait de même 

que l'ensemble des termes qui forment le coefficient de lï* est 

f"(x) 

la dérivée par rapport à x de — - t) , divisée par 3 ; cl peut 

1 . è* 

f"' (x) 

s’écrire . , -y. Etaimi de suite ; on a donc 
1.2.3 


f(* +h) = f(x) 4-® /, -F- ^ /*'+ /< s + -, 


Ce développement n’a qu’un nombre limité de termes , 
parce que la dérivée d’ordre m est constante et que toutes les 
suivantes sont nullcs. Le nombre des termes du développement 
est donc m + i ; on l’écrit ordinairement 

f(x + h) = /'(x ) + r (x) \ -i- r ^ ^ + r (x) 

Cette formule est connue sous le nom de formule de 
Taylor. 

Si, par exemple, on a 


f(x)=x' — 3x 3 ■+- 5x ! — 7x4- 4, 
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on trouvera successivement 


/•'(*)= 4x* — 9a:*- 
f" (x) = 12x* — 18 j - 
l"'(x) = 24a; —18, 

r 

et par suite 1 Ul T'i' 1 ;, l » : 


; i ' ,r ” 9l(Ü.-.<j 

f(x+h) = *’-+J 4x 5 


l i:*b «I ) 

-t-nx’-hlOx 
— 7x — 7 
+4 


-i-12x’ 


— 18x 

c » » J ' 


■ lOx — 7, 

10, 


/»' 0 , 
r2 +24x 

-18 


y-^+24 , - y 

1.2.5 1 2.3.4 


ou 

f(x 4 -h)= x’-t- 4x' 
— ôx 1 — 9x* 
+5x , -i-10x 
— 7x— 7 
-1-4 


Jh-6x* 
— 9x 


h’-t-4x 

— 5 


h s n-/t* 


63. — Il était naturel de rechercher si les fonctions autres 
que les fonctions algébriques enlières peuvent être dévelop- 
pées d'une manière analogue. On démontre de plusieurs ma- 
nières que la série de Taylor subsiste toutes les fois que la 
fonction f{x) et toutes ses dérivées conservent une valeur 
finie entre les limites répondant à x et à x 4- /i, h étant d’ail- 
leurs une quantité très-petite. Nous adopterons la démonstra- 
tion suivante, qui est, à quelques détails près, celle de 
Lagrange. • • •■*- ■ \ 

Il faut d'abord établir le lemme suivant : 

Tonie fonction ? (h) qui s'annule avec la variable h, est de 
même si'jne que sa dérivée pour des vuleurs de h suffisam- 
ment petites. En effet, lorsque h croit à partir de zéro, la va- 
leur absolue de y (h) est nécessairement croissante, et 
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© (/i +- a/i) est de même signe que © (/i) pour h suffisamment 
petit. Or on a ( 15 ) 


(H 


©' (h) = lim 


9 (Il -H A/l) — 9 (/i) 
■ Â/l ■ ' 


Si 9 (/i -l- a/i) cl 9 (h) sont tous deux positifs, la différence 
9 (h -+- a/i) — 9 (/i) est positive ; et, comme a/i est positif, le 
second membre de la relation (1) est positif; il en est de 
même à la limite, c’est-à-dire pour a/i infiniment petit; donc 
9 ' (h) est positif, c’cst-à-dire de même signe que 9 (h). 

Si ? (h 4- a/i) et 9 (h) sont tous deux négatifs, la différence 
9 (/1 -t- a/i) — 0 (h) est négative; donc 9' (h) est négatif, c’est- 
à-dire encore de même signe que 9 (h). 

«4. — Gela posé, considérons une fonction f(x), finie et 
continue, dont toutes les dérivées restent finies depuis la va- 
leur x de la variable jusqu’à la valeur x -+- /1 peu différente. 
On pourra toujours écrire 


( 2 ) 


f(x+h)=f(*)+r(x)\+r(*)£i' 2 


r(x) 


1.2.3 


+ ... +f *-•>(*) m 


h'~ l 


1 .2. 5. ..(n— 1 1 


-Tl.. 


la lettre 11, désignant une quantité définie par la rela- 
tion ( 2 ) elle-même, et à laquelle on donne le nom de rente. Il 
s’agit de faire voir que, dans les conditions indiquées ci-dessus, 
ce resle peut être rendu aussi petit qu’on le voudra eu pre- 
nant un nombre de termes suffisamment grand. 

Ce resle est une fonction de x et de h qu’on peut toujours 
mettre sous la forme 


(3) 




oks F (*-*»• 


Tour des valeurs déterminées de x et de fi, 11, a lui-même une 
valeur déterminée, et d’ailleurs finie comme le montre sa va- 
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leur tirée do (2). Nous lu supposerons d’abord positive pour 
fixer les idées. 

Soient A et B deux nombres comprenant entre eux F (x, h). 
Si dans la relation (2) on met à la place de F (x, h) un nom- 
bre plus pelit A, l’égalité (2) se changera en inégalité; et, en 
passant tous les termes dans le premier membre, on aura 


\ f(x+h) - [ rw+rw ï ■+- r (*) j-q 

» ,, -i 

••• +A ox^l> ü - 




■rw 


_h* 
1.2 .■ 


I.c premier membre de cette inégalité est une fonction de h 
rpii s’annule avec lr. en vertu du lemme démontré plus liant, 
il est donc de même signe que sa dérivée par rapport à /> ; et 
l’on a 


\r (.»• -t- h) - [r (x) -+- r (x) 5 *+■ r (*) + 

h"-' 

+ A r2;ô.. . i»-d >0 - 


(?») 


I.c premier membre de celle inégalité est encore une fonc- 
tion de h qui s’annule avec h ; il est donc de même signe que 
sa dérivée par rapport à h ; et l'on a 


(G) 


/'" (x + h) — (x) + f"’(x) 


-t- A 


1 .2.5.. .(n — 2) 


En continuant ainsi, on arrive, après n différentiations, à 
l’inégalité 

(7) /•« (J + h) — A > G. 

Supposons maintenant que dans la relation (2) on rcm- 
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place K (.r, h) par le nombre plus grand H, on aura l'iné- 
galité 

' 1.2.0 1.2.5...nJ 

En raisonnant et opérant sur cette inégalité comme sur 
l’inégalité (4), on verra qu’après n dilTérenliations par rap- 
port à h, on arrive à l’inégalité 

(9) f*(x + h) — B<0. 

Il résulte des relations (7) et (9) que /“ (x -+- h) est com- 
pris entre A et B, résultat qui subsistera encore si l’on prend 
pour A et B la plus petite et la plus grande valeur que puisse 
prendre f n (x -+- h) quand h varie de 0 à h. 

Mais si les relations (7) et (9) sont satisfaites, on voit aisé- 
ment qu’en vertu du leinme invoqué toutes les inégalités 
précédentes sont également satisfaites, et qu'on a en parti- 
culier les inégalités (4) et (8), ce qui suppose que A et B 
comprennent entre eux F (x, h). La fonction F (x, h) est donc 
comprise entre la plus petite et la plus grande valeur de 
f’(x-hh)-, elle est par conséquent égale à l’une de ses va- 
leurs intermédiaires, et l’on peut poser 

(10) F (x, h) = /■" (x -+- Oh), 

0 désignant un multiplicateur inconnu, mais compris 
entre 0 et 1 . 

Nous avons supposé B„ positif: s’il était négatif, les raison- 
nements demeureraient les mêmes, il n’y aurait de changé 
que le sens des inégalités ci-dessus écrites ; on parviendrait 
donc encore h la relation (10). Il en résulte qu’on peut 
écrire 

f(x+h)=r(x)+r(*)\+f"(*)lj2 

+ r (r) rb + + r {x + 0,,) • 
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Celle formule peul encore s’écrire : 


(11 bis) 


f (r + li) = f(i) 


df 

dx 


dx' ' 


/»* 

1 .2 


dx 3 ' 1 .2.5 


«s. — Remarque. Celte formule donne la valeur de 
l’accroissement Atj d'une fonction correspondant à l’accrois- 
sement ax de la variable. Il suffit d’y remplacer h par ax, et 
de remarquer que f (x-\- h) — f (x) devient alors 

/' (x -+- ax) — f (x) ou Ay. 

On a donc 


df d'f ax 1 d 5 / - AX 3 


Si ax devient infiniment petit, il en est de même de a y, 
et l’on peut écrire 


= l !l dx . d -ï (l £' ,< r l dx 
dx </x’ ’ 1 .2 </x'’’ 1 .2.3 


Ce n’est donc qu'en négligeant les infiniment petits du second 
ordre qu'on peut écrire 


dy = 



ou 



dx. 


Celte dernière relation n'est donc une identité qu’en appa- 
rence. 

««. — Remarques, f. Si, comme on l’a supposé, f(x) et 
toutes ses dérivées conservent une valeur finie de la valeur x 
à la valeur x h , le reste R„ tend vers zéro à mesure qu’on 
prend un plus grand nombre de termes. Cela est évident 
pour /(<!, puisque h" peut devenir plus petit que toute 
quantité donnée en prenant n suffisamment grand. Mais cela 
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est vrai encore pour h quelconque. Car soient p et p -+- 1 deux 
nombres entiers comprenant h, la fraction 

_ h" 

1 . 2 . 5 ...» 

pourra s’écrire 

h" h _h h_ h 

\ . 2 . 5 . . . p ' p -+- 1 p -+- 2 ' p -i- 5 ' ' * h ' 

Or 

h h h h 

_ # __ # ^ _ 

|M- 1 ‘ p -+- 2 ' p 4- 3 il 

est moindre que 



el comme p 4-1 est plus grand que //, la puissance n — p de 

la fraction ^ ^ peut être rendue aussi petite qu'on voudra 

en prenant n suffisamment grand. Le rosie It„ renferme donc 
un facteur qui tend vers zéro ; donc il tend lui-même vers 
zéro, puisque par hypothèse, les autres facteurs sont finis 

IL Le lemme démontre an n° 0.” est toujours vrai 
pour h très-petit ; mais il peut subsister pour une valeur finie 
quelconque de/i, si, de 0 à h , la dérivée ç' (h) conserve son 
signe, cl que s (h) continue à croître en valeur absolue; car ce 
sont les seules conditions nécessaires pour que la démonstra- 
tion du lemme demeure applicable. 

«ï. — En répétant les raisonnements du n“ (H, on dé- 
montre qu’on a 


( 12 ) 






* 
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formule qui tic diffère tic la formule ( 11 ) qu’en ce que h a été 
changé partout en — h. 

Les formules (1 1) et (12) constituent la série île Tmjlor. 
Elles sont applicables à toutes les fonctions dont les dérivées 
successives, ainsi que la fonction elle-même, conservent une 
valeur finie entre les limites x — /iet x-f-ft. 

68 . — Le reste R„ de la sér ie de Taylor est susceptible de 
plusieurs autres formes ; nous ferons connaître la suivante 
dont on a quelquefois besoin. 

L’accroissement h donné à x étant arbitraire, on peut le 
choisir de manière quex + /i soit égal à une constante c , et 
qu’on ait x-+-/i = c, d’où dx -t-r//i=0. Le reste R„, qui est 
généralement fonction de x et de h, devient dans ce cas fonc- 
tion de x et de c — x, c’est-à-dire qu’on peut le représenter 
par f (x). On a donc 


( i ) f( X + h) =f(c)=r(x ) + r w J h- r (x) ~ 

+ r (x) rb + • ■ ■ ■ ■ + r ' {x) i .2 .! < .(« — 1 1 + ■ (J) • 


Différcntions en faisant varier x et h ; les termes se rédui- 


ront deux 

à deux en vertu de la relation dx~hdh=0, et il 

restera 

°=cw 

d’où 

, , /r*— 

( 2 ) 

.(j)_ / (x) | o . 5 . ..(„_!)• 

Mais on 

a, par la formule de Taylor, bornée au premier 

terme. 

z (x -t- h) = ? (x) -t- z! (x -+- 0 h) U 

d'où 

0 (x) =5 (c) — h ?' (x -+- Oh). 
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Or, il résulte de la relation ( l ) que ç (x) s’annule pour h =0, 
ou x=c ; on a donc ? (c) =0, et il reste 

(5) ç (x) = — hï (ï + M). 

Dans la relation (2), changeons x en x-+-0h; comme h 
égalée — x , h se changera en c — x — Oh ou en h — Oh, ou 
enfin en h (1 — 0), et il viendra 

/,»-* ( 1 _ o)"-‘ 

?' (x -h 0 h)=- r (x -+- Oh) J 2.Ô. ..(n—ïy 

et, en substituant cette valeur dans la relation (3), 

wi — e)»-> 

(4) ?(x) = -r ( x ■+■ «*) l . 2 , 5 ...(n i)’ 

Telle est la seconde forme (|u’on peut donner au reste D„ 
dans le développement de f(x + h). 

S’il s’agissait du développement de / (x — h), on trouverait 
de même 

/,»(!_ o)»-> 

(5) ? (*) = ± f" (* + Oh) t ,o, 5 .., ( „ — T) ’ 

09. — Dans la série (11) on peut remplacera’ par h et h 
par x et écrire 

au + x)=f(h) + r wf + r w ^ + r w + • • • 

+ ?(*+&) TV* • 

' ’ 1.2.0...W 

Si alors on fait h = 0, on obtient 

f (x)=f(0)+f( o)|+ r(0) (0) rÏ3 +ctc * 

(< 5 ) 

+ c^)r5Xïïr,- 

Cette formule est connue sous le nom d c série de Moclnuriti . 
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Elle sert à développer une fonction de x suivant les puissances 
croissantes de celte variable. Elle suppose (pic les fonctions 
f(0),f'{ (I) , /"(O), Ox) soient des quantités finies. 

Nous en verrons bientôt les applications. 

On peut donner au reste la forme (68) 


f'M 


x" ( I — O)- 1 

1 . 2 . 5 . ..(« — 1 )' 


| 2. - DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES 

»o. — La série de Taylor peut être étendue aux fonctions 
de deux variables. 

Étant donnée une fonction de deux variables f{x,y ), on y 
change x en x-|- /i, et ij en y-hk, et l’on demande de déve- 
lopper /* (x -f- /i , y ■+- A) en série ordonnée suivant les puissances 
croissantes de h et de k. 

En considérant d'abord /'(x -+- /t , y -f- k) comme une fonction 
de x, c’est-à-dire en regardant y comme constant, on pourra 
appliquer la série de Taylor (64, 11 bis), et écrire 

f(x + h, 1 1 -+- k) =f (x, y -f- k) -f- d ^ X 'J ^ k) • J 

rf* f (x, y -f- A) à* (Pf(x,y-hk) h 5 

(/x 1 1.2 rfr ' 1.2.5 + 

Si maintenant on considère comme des fonctions de y seul 
les expressions 

.. , ,.v df(x,y-hk) (Pf{x, y 4- A) (P f(x,y -h A) 
l(x,y + k), dx , , dx , , ..., 



on aura, en appliquant de nouveau la série de Taylor, 


f(x,y + k)—f (x, y) -t- j 

<Pf(x, ÿ) A* 

^ ilif 1 . 2.5 


<Pf (x,y) A* 
rfy* 1.2 
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<l l(x, y - 4 - l;) __ d ftx, y) d'-f U\ y ) k d'-fix, y) k^ 

>ix dx dxdy 1 dx dif ' \ :^~ 

il'f(x, ji-hk\_ d t l'(x,y) d''[tx. y) k d'fjx, y) k * 
dx dx * dxUly ' 1 + dx'dif 'Ï72- 1- 

il*f(x,ij + k) _ (Pf\x.y) . d*f(x,ij) k 

rfx* dx' dx'dij 1 


Substituant dans la relation (1), et ordonnant, on obtient 


I (x-+-h,y+k) — f(x , )t i+ 

+ 


*Li H_ 

rfyi 

(/*/• /,* 
dif\.-2 + 

rfy* 1 

** 

.2.5 

-4- 

«V* 

. W' 

*f 

AVi 


rfil + 

</ÿ</j i 

difdx 

1.2 

-f* 

4- 

r/*/' /*’ 
rTjT’TTÏJ 4 

(Pf kh' 
dydx M.2 



1 


/i* 



“T“ 

_ 

rfx* 1 

.2.5 

H- ...» 


ou, en réduisant, dans chaque colonne, au même dénomi- 
nateur, 


( 2 ) 


/ (•*' -+- 1*. y -+- k) — /'(a-, ij) -+- j- h kj 

Ô (U’ 1 ’’ + 2 Wéj h i+ % 


dx dy dx dif 


. hk • 


£[ k À, 


1.2.3Vrfx* 

Le terme général de ce développement est 

1 

1.2.5. ..n 

multiplié par 

I i *~' f i -t - , - ,( V | 

IV VV 1.2 Vi-’V (■ 
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On peut l’écrire symboliquement : 


1 [ if h I df k \* 
1.2. 3... il ( <lx dy 


63 


en entendant par celte notation qu’en développant la quantité 
entre parenthèses d’après la formule du binôme, les exposants 
qui devraient affeeter df seront remplacés par l’indice «, de 
telle sorte qu’on aura d n f dans chaque terme. 

»t. — On peut aussi étendre aux fonctions de deux variables 
la série de Maclaurin. Dans la relation (‘2), on changera d’abord 
x en h et /i en x, puis y en k et k en y ; enlin l’on fera /i = 0 et 
k = 0 ; on obtient ainsi : 



les expressions 



représentant ce que deviennent respectivement les quantités 

f(x tl) % *r_ *r 

l[X ' Jh dx' dy' dx*' dxdif dy" 


quand on y fait à la fois x = 0 et i/ = 0. 

1*. — 11 est entendu que la série de Taylor ne peut être 
étendue ainsi aux fonctions de deux variables qu’à la condition 
que la fonction proposée et toutes ses dérivées partielles res- 
tent finies dans les limites entre lesquelles on fait varier 
x et ij. 

La série de Maclaurin, étant un corollaire de celle de Taylor, 
est soumise aux mêmes restrictions. 
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VI. - APPLICATIONS ANALYTIQUES 

s I. - EXEMPLES DE DÉVELOPPEMENTS DE FONCTIONS EN SÉRIES 


» 3 . — Développement de a’ et de c~ l . Les dérivées succès 
sivcs de e* sont loutes égales à e* (52) ; et, pour x = 0, clic, 
se réduisent toutes à l’unité. En appliquant la formule de 
Maclaurin (69), on a donc 


, ,xx’ x* 

e - , + f + r2 + 03 


1 .2.5. 




On a vu (65) que 


1 .2.5...» 


tend vers zéro à mesure que » augmente; d’ailleurs, e' lZ reste 
fini ; donc, le reste tend vers zéro, et la série peut toujours 
cire employée. 

a-*. — Si l’on a à développer e~ l , on remarquera que les 
dérivées successives de cette fonction sont alternativement 
— e~ J et 4- e~‘ (52) ; et, pourx=0, elles se réduisent alter- 
nativement à — 1 et à 4- 1 . D'ailleurs, la4onction proposée se 
réduit elle-même à 4- 1 ; on a donc dans ce cas 



x 5 

1 .2.5 


1.2.5...» ’ 


et l’on verrait comme ci-dessus que le reste tend vers zéro. 

va. — Développement de sin x et de eos x. Les dérivées suc- 
cessives de sin x sc reproduisent périodiquement dans l’or- 
dre (52). 


H-cosx, — sinx, — cosx, 4- sinx, ..., 
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et, pour £ = 0, elles prennent périodiquement les valeurs 
+ 1 1 0, — 1 > 0, etc. 

D'ailleurs, la fonction proposée elle-même se réduit à zéro. 
En appliquant la formule dcMacIaurin, on trouve donc 


sinx =y • 
1 


ar 


1.2.5 1.2.3. 4. 5 


1 .2.3... n 


/•«(ex). 


X n 

Or j — — - tend vers zéro, et f (6x) a pour valeur abso- 
lue cos Ox, « étant supposé impair ; le reste tend donc vers 
zéro. 


i«. — Si l’on a à développer cos x, on remarque que ses 
dérivées successives se reproduisent périodiquement dans l’or- 
dre (52) 

— sinx, — cosx, -+-sinx, H- cosx, ...., 
ce qui donne périodiquement pour x=0 
0, — 1 , 0, -I- 1 , .... 

D’ailleurs, la fonction proposée se réduit elle-même à -+- 1 . 

On a donc dans ce cas 

x* x 1 . x" 

cosx= 1 — t~ô + . » £ ••• — COS0J; » 

1.2 1.2.3. 4 1.2.3. ..n 

si l’on suppose n pair. Le reste tend donc encore vers zéro. 

il. — Développement de lot/ (1 -f- x) et de lot/ (1 — x). 

Soit d’abord 


/•(£)= log'(l+x), 
on trouvera successivement 


r (*)= î ^= 

f (*)=—M l+x)-\ 

Z 7 " (x) = -L- 1 .2 ( 1 -t- 3)“*, 
f n (x) = — 1.2. 5(1 H-x) - *, 


f* (x) = ± 1.2.5. ..(» — 1) (l -f-x) - "; 

5 
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tl,pourx = 0, 

/• (0) = log'l =0, 

r 

/" (0) = — 1, 

/"'( 0) = 4-1.2, 

/' ” (d)=— 1.2.5, 


La formule i!e Maclaurin donnera donc 

log'(1 +*) = 04- 1 X- y^x’4- ^ x>- f 4- . . . 

1.2.5...(n- l)x» 

- I.2.5...(n-1)» ' 

OU 

(1) log'(l4-x) = | — |-4-g— ^ 4- ... ±-(l4-0x)- n . 


Or, le reste peut s'écrire 



et l’on voit qu’il tendra vers zéro si ^ ^ ^ ^ est égal à l'unité 

ou plus petit que l’unité, ce qui exige que x soit égal ou infé- 
rieur à l’unité. 

»8. — Soit maintenant 

f(x) = log'fl — x) ; 

on trouvera 

r (*)=-(! -«r, 

r (x)=-i.(i-x)-*, 
f"'(x) = — 1.2(1— x)- 5 , 
f”(x) = — 1. 2.3(1 — x)-‘; 
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et ainsi île suite. Et pour x = 0, 

/' ( 0 ) = 0 , 

r (0)=— i, 

r (0)= — i, 

f" ( 0 )=— 1 . 2 , 

r (0) = - 1.2.3, 


( )n aura donc dans ce cas, en employant la seconde forme 
du reste (08), 

x or* x* 

ï~ ~ ô~l~ " 


x' 1 / I — Q \ * 

u — 1 \l — Ox) 

La quantité entre crochets étant plus petite que l’unité, puis- 
que x est suppose moindre que I, etx" pouvant devenir aussi 
petit que l’on voudra, on voit que le reste tend vers zéro à 
mesure que n augmente. 

t». — On déduit des deux formules précédentes (1) et (2) 
la formule qui sert à calculer les logarithmes. Si l'on suppose 
x<l, on peut les appliquer toutes deux, sans tenir compte 
des restes ; et, en retranchant ces formules membre à membre, 
on obtient 



I log' (I— x) = — 

( 2 ) 

Le reste peut s’écrire 
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tl’où 

1 -f- X H -+- I 

\ — X II 

et l'on a 

Or, le premier membre revient à log' (n — 1) — log'n; 
c’est donc la différence tabulaire entre les logarithmes des 
nombres consécutifs n et » ■+■ 1 . 

Cela pose, on fera d’abord n=ldans la formule (5), qui 
donnera ainsi log' 2. On fera ensuite n = 2 dans la même 
formule, qui donnera la différence entre log' 3 et log 7 2, et par 
suite log' 3. En faisant successivement « =5, n=4,n=5, 
on obtiendra de meme les logarithmes des nombres 4,5, 6, 
et l’on pourra construire ainsi une table des logarithmes né- 
périens. Mais il est clair qu'on n’emploie la formule (3) que 
pour les logarithmes des nombres premiers ; les logarithmes 
des autres nombres s’obtiennent en faisant la somme des loga- 
rithmes de leurs facteurs. 

La formule (3) est très convergente. Les huit premiers 
termes donnent log' 2, à moins d’un cent-millième. Quand on 
a atteint le nombre 1000, le premier terme de la série devient 
suffisant. 

Ayant construit une table des logarithmes népériens, il 
suffit de les multiplier tous par une même quantité pour ob- 
tenir les logarithmes des mêmes nombres dans un système 
quelconque. Si, par exemple, il s’agit des logarithmes vul- 
gaires dont la base est 10, on a, en désignant part’ le loga- 
rithme vulgaire d’un nombre et par u son logarithme népé- 
rien, 

10 r =e\ 

d’où 

V log' 10 = K 
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OU 


et 

v= i<rfô M ‘ 

Le nombre constant par lequel il faut multiplier les loga- 
rithmes népériens pour obtenir des logarithmes vulgaires est 
donc dans cc cas 

i 

log'llt 

ou 

1 

2,5023851 

ou enfin 

0 , 43 * 2945 . 

Le multiplicateur fixe porte le nom de module du système dont 
la base est 10. 

80 . — Développement de (a -+- b )"pour m quelconque. Les 
nombres a et b étant généralement inégaux, soit a > b. On 
posera b = ax , d’où (a-t- 6)” = «" ( 1 -t-jc") ; et la question 
est ramenée à développer (1-t-x)", x étant moindre que 
l’unité. 

Soit donc 

/■(*)= (1-HcV, 

d’où f'(x) — m( 1+x)"- 1 , 

f(x)=m(m— I) (1 4-x)" - *, 
f"(x)—m(m — 4 ) (m-t-2) (1 -t-xj"- 1 . 


On trouvera successivement 

f (0) = 1 , 

d où 

f (0) = m, 
f (0) = m (m — I ), 

/'"'(O) — m(i» — l)(m — 2). 
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enfin 
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f" (x) = m (m — 1 ) . . . (m - n-f - \ ) ( 1 4- x) m ~‘ . 

Par conséquent, la formule de Maclaurin donnera 

„ . ni m (ni — 1) , 

(1 -t-X)’"= 1 -I- j-XH — -x‘ 


1.2 


m(m — l)(m — 2) 3 

rr . 5 r + 

ni (m — — n 1 

VlTJi 


-x"(l -4- 0x)"~". 


C’est la formule connue du binôme, étendue au cas de m 
quelconque, et complétée par le reste 

,, m(m — \ )...(«» — » -H 1) „ , 

R, = x ( 1 ■*" 0j ) • 


Il faut montrer que ce reste Tend vers zéro à mesure que n 
augmente. La remarque du n° 05 n’est plus applicable à ce 
cas, attendu (pie dans f‘ (x) le coefficient 

ni (ni — 1 ),..(»i — n -F- 1) 


croit indéfiniment en valeur absolue. Mais on peut prendre 
le tour de démonstration suivant. Regardons d’aboi'd m 
comme positif. 

Supposons que nous prenions un terme de plus dans le dé- 
veloppement, et soit Rn^! le nouveau reste, on aura 


R /M l — 


m (ni — I )...(m — n -t- I ) (m — n) 
1.2... h. (u + Il 


x" +l ( I -4- O.r)"' - 


En comparant ces deux restes consécutifs, on reconnaît 
aisément que l’on a 


11 . 4.1 = 


Ml — Il X 
■ II -t- 1 ■ 1 + Ox" 
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Si l’on suppose (pi on ait poussé le développement assez 
loin pour que n soit plus grand que m, on aura, en valeur 
absolue, 


1U,= R. 


n — m x 
H H- I 1 Qx 


d’où, en remarquant que n — m est moindre que n 1 , 


et à fortiori 


x 

TTôx’ 


IUt < R,x. 


Si If„ + ,, H„+.p représentent de même les restes 

successifs qu’on obtiendrait en prenant 2, termes de 

plus, on trouverait de même 

R»+S < '~ R«+S- 1 


Rn+fp l'n-t-p— 1 • t 

d’où, en multipliant toutes ces inégalités membre à membre, 
et simplifiant, 

Or, x étant moindre quel par hypothèse, on peut toujours 
prendre p assez grand pour que x r soit moindre que toute 
quantité donnée. D'ailleurs R„ est une qu mtité déterminée et 
fixe; donc enfin R„ +(1 peut être rendu lui-même plus petit 
(pic toute quantité assignable. 

Si m est négatif mais moindre que 1, la fraction , 

qu'on peut alors écrire, en mettant le signe de m en évidence, 
” ^ f ’ cs * cncorc unc quantité plus petite que l’unité; ainsi 
le raisonnement qui précède subsiste. 
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Si m est négatif et plus grand que 1, on peut toujours 
prendre n assez grand pour que le multiplicateur de It„, c'est- 

à-dire U . ; X ■ - , soit plus petit qu’une fraction détermi- 

née k, comprise entre x et l'unité. Car ce multiplicateur est 

moindre que " ” ■ ,x; et si l’on satisfait à l’inégalité 

1 n 4-1 


( 1 ) 


h m 

îîTT 


x<k, 


on satisfera à fortiori à l’inégalité 


( 2 ) 


n -h m x ^ , 

7^TT+ex <fr ' 


Or la relation (1) donne 

nx tnx < kn 4 - k. 

Si mx est moindre que k , cette inégalité estsatisfaite, quelque 
«oit u, puisque x est moindre que k. Si mx est supérieur à k, 
on tire de cette relation 


inégalité à laquelle il est toujours possible de satisfaire. 

Dès lors on aura 

R n+l <K-k, 

et l'on en déduira comme plus haut 

et, comme k est moindre que 1, on pourra toujours prendre p 
assez grand pour que R„_ p soit aussi petit que l'on voudra, 
donc le reste tend vers zéro, puisque k 1 ' peut devenir aussi 
petit que l’on voudra. 

Soit, en second lieu, à développer ( a — b) m ; on posera 
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comme plus haut b=ax; et la question sera ramenée à dé- 
velopper (1 — x) m . En opérant comme ci-dessus, on trouvera 

/, wt m(m—i) m(m— l)(m — 21 

x; jXH- 12 x— 12.5 


C’est encore la formule du binôme, complétée par le reste R.. 
Si l’on adopte la seconde forme du reste (081, on a 

n,=" + 11 *- ( i -.x)-- (i -»)•. 

D’après la loi de formation de ce reste, on trouve aisément 


, m — n (\— 


ou, en valeur absolue, dès que il est plus grand que m, 

«— m (\ — 0 \ 

v » 

Si m est positif, la quantité W - est une fraction ; il en 

est de même d’ailleurs de la quantité entre crochets ; on a 
donc 

Rn-f-l ^ ^ T 

et l’on en déduira comme plus haut, 

R, +p <R».x p , 

d’où il résulte que le reste tend vers zéro, puisque, x étant 
une fraction, x p peut être rendu aussi petit qu’on voudra. 

Si m est négatif, le multiplicateur de R, devient 


n -+- m f \ — 0 \ 
~~n~ Æ (l— 0x) : 
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«n a donc 


Ur, si k est une 
qu’on pose 


Il Ik ' 1,1 

N» • “ "T- 

e fraction comprise entre x cl l'unité, et 


« -4- m . 

— — — . a < A 


on en tire 


«> 


nu 1 

r^x' 


relation à laquelle on peut toujours satisfaire. Un peut donc 
écrire 

Nji-M H» • k . 

d'où, comme ci-dessus, 

S,,./. 1 '. 

Donc le reste tend vers zéro, puisque k r peut devenir aussi 
petit que l’on voudra. 


$ 2. —véritable valeur des expressions qui prennent l une 

DES rORMES ÎJ, llxn 


mi. — Soit une expression fractionnaire, dont les deux 

termes s’annulent pour une valeur particulière a de la va- 
riable x ; ou aura 


<r («) = (», •> («) =0; 


et l’expression se présentera sous la forme J. Pour en trou- 
ver la vraie valeur, on commence par remplacer d'abord a' 
par « — t— /i , h étant une quantité que l’on fera ensuite tendre 
vers zéro; le résiliai definitif sera le meme que si l'on eût fait 
immédiatement jr — a \ mais la forme indéterminée aura dis- 
paru. On aura, en clfel, 

ç (fl -F- h) 

(J. (« -+- h) ' 
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9 ( a ) +9 (“) î + ?"(<*) |-ÿ +?"'(") p> - -+- ••• 
*(«)+*'(«) }+*’(«> -• 


Supprimant j («) et («), qui sont nuis par hypothèse, et divi- 
sant les deux termes de l’expression par h, on obtient 


f' (a) -h <f" («) j— ^ + ç" («) + • • • 

(<») ■+■ •}" (") ^ + ,K <" ia > TJ3 + - 


Faisant tendre maintenant h vers zéro , il ne reste que 
le premier terme de chaque développement, et il vient en 
définitive 

?' («) 

■y (fl) ’ 


c'est-à-dire que lorsqu’une expression fractionnaire prend la 
forme jj pour une valeur particulière a de la variable , il suffit, 
pour obtenir la vraie valeur de cette expression, de remplacer 
chacun des deux termes par sa dérivée, et de faire ensuite 
x = a . 


Ce qui précède suppose uniquement qu’on puisse appliquer 
à chacun des deux termes la formule de Taylor (04), c'est-à- 
dire que les fonctions six) et <1 (.r) soient continues depuis la 
valeur x=a jusqu’à une valeur très-voisine x — a ■+■ h. 

Si les dérivées s' (x) et <y lx) s'annulaient toutes deux pour 
x = a, il faudrait appliquer la règle précédente à l'expres- 
sion -v-, c’est-à-dire remplacer chacun des deux termes 
par sa dérivée, et faire ensuite x—a, ce qui donnerait 


*'Ja) 


On continuerait généralement ainsi à remplacer les 
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deux termes de l'expression obtenue par leurs dérivées, jus- 
qu’à ce qu’on obtienne deux termes qui ne s’annulent pas à 
la fois. 


x — sin x 


Exemple. L’expression ^ ^ prend la forme \ quand 


on y fait x = 0. Remplaçons les deux termes par leurs déri- 

1 COS X 

vées, nous aurons 


sim x 


-. Les deux termes de cette se- 


conde expression s’annulent encore pourx = 0; rcmplaçons- 
les par leurs dérivées, nous obtiendrons , expression 

qui, pour x = 0, se réduit à j , c’est-à-dire à zéro. Telle est 
donc la vraie valeur de l’expression proposée. 


8*. — On ramène à la règle précédente les expressions «jui 

o (x) 

prennent la forme ~. Soit, en effet, une expression 2——: 
qui, pour x = n, prenne la forme —. On pourra l'écrire 

I J-J 

■■ - j - : désignons par M (x) et «I» (x) scs deux termes. Puis- 

Liï)J 

que l’on a (a) = x et î («) = » , il en résulte 


ou 




y (a) =o, <i> (o)=o. 


La question revient donc à chercher la vraie valeur d’une 
expression 


y(x) 
<R(x) ’ 
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dont les deux termes s’annulent pour x—a. Cette valeur sera 
donc 

‘I*' (a)' 


Exemple. Soit l’expression 


‘ang^ 


qui pourx= 1 prend la forme f|; on pourra la mettre sous 
la forme 



1 — x 


qui pourx=l prend la forme 

Remplaçant les deux termes de celle-ci par leurs dérivées, 
on obtient 

\ 


T. 



2 ’ 1 


quantité qui pour x=l prend la valeur ^ » l e ^ e es f la vraie 

valeur de l’expression proposée. 

«s. — On ramène encore à la même règle les expressions 
qui prennent la forme flx »• Soit en effet une expression 
ç (x) . '!> (x) , telle que ç(a)=0 et $(a)=oo. On pourra 
l’écrire 

?{*) ... ?(*) 

~T~ ou w(x) ’ 

«H*) 
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en représentant par M' (x) l'inverse de i (x). Or. puisque 

-A (a) = oc, — = 0, c’est-à-dire 'l(fl)=0. La vraie valeur 

<}< (a) 

il- • ?U) , i ?'(«) 

de 1 expression , est donc — r— . 

1 M (x) »1 (a) 

Exemple. Soit l’expression x.log ^1-t-j^, qui, pour 

x = oo, prend la forme oc xO. On l’écrira d'abord 

lo8 ( 1-l ~x) _ log(i + M) 


x 


ou 


en faisant - = a . Pour x== oc, il vient n = 0; il faut donc 

. . i • log ( 1 -f- u) „ , , 

chercher ce que devient - pour u=U. Les deux 

termes devenant nuis en même temps, on les remplacera par 

log_e 

i i • • • i ■ i+M . 

leurs dérivées, et I on aura — — , expression qui, pour m = U 

ou x— oo , se réduit à loge ; telle est donc la vraie valeur de 
l’expression proposée. 


S 3. - MAXIMA ET MINI MA OES FONCTIONS D'UNE VARIABLE 

«4. — Une fonction f (x) est croissante ou décroissante à 
partir d'une valeur déterminée de x selon (/ue sa dérivée est 
positive ou négative. On a, en effet, par la formule de Taylor, 
bornée au premier terme |0i), 

f (x 4- h) = /' (x) -4- h f (x -t- Oh) ; 

par conséquent, /'(x -f h) sera plus grand que /'(x), si f (x) 
conserve une valeur positive de x à x-f- h; et dans ce cas, la 
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fonction f(x) sera croissante. Au contraire, f(x -+- h) sera 
moindre que f(x) si f (x) est négatif de x à x h ; et dans ce 
cas, la fonction /'(x) sera décroissante. 

8». — Il peut arriver qu'une fond ion f(x) soit croissante 
dex = fl — /( à x = a, puis décroissante de x=a à x=«-4 -h, 
Ii étant une quantité très-petite. On dit alors que f(a) est un 
maximum. 

Il peut arriver, au contraire, que la fonction soit décrois- 
sante de x=a — h à x = a , puis croissante de x=a à 
x—a-hh. On dit alors que f(a) est un minimum. 

Dans le premier cas, f {x) passe du positif au négatif quand 
x atteint la valeur a; dans le second cas, f' (x) passe, au con- 
traire, du négatif au positif. — La fonction /'(x) ne peut 
ainsi changer de signe sans passer par 0 ou par oc. La condi- 
tion nécessaire pour que x=a corresponde à un maximum ou 
à un minimum de f(x\ est donc que, pour x = a, la dérivée 
/■' (x) devienne nulle ou infinie. Nous examinerons successive- 
ment ces deux cas. 

86. — Supposons d’abord que la fonction f(x) et toutes ses 
dérivées restent finies dex=a — /iàx = n-t-h. Ilcmplnçons 
x par ces deux valeurs, développons f(a — h et f{a + h ) par 
la formule de Taylor ; en faisant passer f («) dans le premier 
membre, nous obtiendrons 


( 1 ) 

( 2 ) 


/(« - 1‘) - /» =-r <«>/{ +r («) -/Ç 

12 3 h' 

/■(« •+■ /o - m = h - fui) \ + r («) ^ 


Pour qu ef(a) soit un maximum ou un minimum, il faut que 
les deux différences f(a — h) — f(a) et f(a -t-/i) — f(a) soient 
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de même signe. Or on démontre en algèbre (voy. YAppenaice) 
que lorsqu’un polynôme est ordonné par rapport aux puissan- 
ces croissantes d’une variable h, on peut toujours prendre cette 
variable assez petite pour que le premier terme du polvnome 
donne son signe à tout le développement. Pour que les seconds 
membres des relations (1) et (2) soient de même signe, il faut 
donc que les termes — f'(a) . h et -t-f' (a) ft.,qui sont de signe 
contraire, disparaissent; ce qui exige qu’on ait 

( 3 ) /'(«) = ». 

Les valeurs de x qui rendent f(x) maximum ou minimum 
sont donc comprises parmi les racines de l’équation (3). 

Supposons cette condition remplie ; les seconds membre 
des deux relations (1) et (2) auront le même premier terme 
/,« 

f" (°) -pj ! *l s seront donc de même signe ; et ce signe sera 

celui de f"(a), puisque h* est positif. Si f" (a) est positif, il 
en sera de même des premiers membres de ( 1 ) et (2) ; on aura 
donc à la fois 

f(a)<f(a — h ) et f(a) <f{a-h h) ; 

ainsi f(a) sera un minimum. Si f" (a) est négatif, il en sera de 
même des premiers membres de (1) et (2) ; on aura donc à la 
fois 

f( a )>f(a — h) et f(a)>f[a-h h) ; 

ainsi f(a) sera un maximum. Lavaleurx=«, qui annule/ 1 ' (x), 
correspondra donc à un minimum ou à un maximum, suivant 
que f” (a) sera positif ou négatif. 

8». — Mais il pourrait arriver que/ - " (a) fût nul. Les seconds 
membres des relations (1) et (2), ayant alors pour premier 

terme l’une — f" (x) pp et l’autre -F- f"’ (x) pp> quisont 

de signe contraire, les premiers membres seraient de signe 
contraire, et il n’y aurait ni max mum ni minimum. Pour 
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«I 


qu’il y ait l’un ou l'autre, il faut Jonc que ces termes dispa- 
raissent, ce qui exige qu’on ait f'" («) = 0. Et dans ce cas les 
premiers membres des relations (1) et (‘2) seront tous deux 
positifs ou tous deux négatifs, c’est-à-dire qu’on aura un mini- 
mum ou un maximum, suivant que f" [a) sera positif ou né- 
gatif. 

On pourrait supposer aussi f" (a) = U et passer aux dérivées 
suivantes ; on verrait ainsi que, pour qu'il g ait minimum ou 
maximum , il faut que la première dérivée qui ne s'annule pas 
pour x=a soit d'ordre pair; et que, dans ce cas, on aura un 
minimum ou un maximum selon que cette dérivée sera positive 
ou négative pour x = a. 

On voit donc quelle est la marche à suivre pour trouver les 
maxima et minima d’une fonction d’une variable : égaler sa 
première dérivée à zéro ; tirer les racines de l’équation ainsi 
posée ; substituer chacune de ces racines dans les dérivées 
successives de la fonction ; si la première dérivée qui ne s'an- 
nule pas par ectte substitution est d’ordre impair, il n’y a ni 
maximum ni minimum ; si elle est d’ordre pair, on a un mi- 
nimum ou un maximum selon qu’elle prend le signe -f- ou le 
signe — . 

ss. — Exemples. I. Soit 

f(x)—x' — ix’-t-üx 5 — 4x’ -+- x. 

On aura d’abord 


f (x) = 5x‘ — IGx 5 -^18x* — 8x-i-l, 

f" (x) = ‘20 x 5 — 48 x‘ -t- 36x — 8 
f”’[x)= GOx* — 96x-t-3G, 
f" (x) = l‘20x — 96, 
r (x)=l‘20. 

1 

L’équation/ > (x)=Oauncracincsimplex= f -et une racine 

O 

triple x= 1 . Si l’on substitue x = 1-dansla seconde dérivée, elle 


6 
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prend la valeur — 2,6 ; il en résulte qucx= ^ correspond à 
un maximum. 

La racine x= 1 annule les dérivées f" (x), f"' (x) et donne 
f" (x) = -t-2 i ; il en résulte que x= 1 correspond à un mini- 
mum. 

H». — 11. i > arlaqer le nombre a en (leux parties telles que 
le produit de la puissance p de la première par la puissance q 
de la seconde soit un maximum (p et <| étant deux nombres 
entiers) . 

On aura ici f(x) =x r (a — x)\ en désignant parx la pre- 
mière partie. En égalant à zéro la dérivée de cette fonction, on 
trouve 


px'~' (a — x) 1 ' — q.r 1 (a — xi’ -1 = 0 
ou 

,j i-> (o — x) ,_ ‘. | p (a — x) — q x | = 0 . 

Cette équation admet trois racines : 

x = 0, x = a et x — — — a. 

p-hq 

Les tleux premières ne répondent pas à la question; il faut 
donc considérer la troisième. 

On trouve 

f(x)=| p(u-x)—qx\ . (Lx ' { “~ XI ( p-H/)x' 1 - , («-x)''- 1 . 

Si l’on met pour x la valeur — le premier terme dispa- 
rait, et le second prend une valeur négative ; la valeur sub- 
stituée correspond donc à un maximum. 
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De 


X 


d’où 


V 

\< + q 




on déduit « — x = — - — 
P + 'l 


x i > 

a — x q ’ 

c’esl-à-dire que les deux parties du nombre a doivent cire 
proportionnelles aux exposants p et q. Quant au maximum 
cherclié, il a pour valeur 

(i'+ï)” 

oo. — 111. Inscrire dans une ellipse un rectangle dont la 
surface soit un maximum. — Les médianes du rectangle in- 
scrit partageant chacune en deux parties égales deux cordes 
parallèles à l’autre, forment un système de diamètres con- 
jugués rectangulaire; ce sont donc les axes de la courbe. Si 
x cl ij sont les coordonnées de l’un des sommets du rectan - 
gle, rapportées à ces axes, la surface du rectangle est exprimée 
par 4xi/, ou, en mettant pour g sa valeur, 

4 - x v «* — x*. 
u 

La fonction à rendre maximum est donex y a' — x-', ou, ce 
qui revient au même, y/u’x* — x‘. On peut donc poser 


f (x) = n*x s — x‘. 

La dérivée égalée à zéro conduit à l’équation 

2a’x — 4x 3 =Ü, 
ou 

x (a* — 2x*) = 0. 
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Celle équation a trois racines: 

x — 0, cl x — ±-!L. 

V 2 

La première ne répond pas à la question. Si l’on substitue 
l’un des deux autres dans la seconde dérivée 


2 «’ — 12j*, 


on obtient — 4 «*, quantité négative. Les valeurs 



correspondent donc à un maximum. Elles ne forment d’ailleurs 
qu'une seule et même solution, attendu que si x et y sont les 
coordonnées d'un des sommets du rectangle, — x et — y sont 
les coordonnées du sommet opposé. 

De 

x = ~ on déduit « = — . , 

V 2 v 2 

d'où 

i = i 

X U ' 


Ou obtient donc un des sommets du rectangle demandé en 
cherchant l’intersection de l’ellipse avec la droite 



qui n’est autre que la diagonale du rectangle construit sur les 
deux demi-axes. 

Si l’ellipse devient un cercle, le rectangle inscrit maximum 
devient un carré. 

»i. — IV. Étant donné le volume d’un cylindre , déter- 
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miner ses dimensions de manière que sa surface soit un 
minimum. On a à résoudre ce problème toutes les fois que 
l’on veut construire un vase cylindrique d’une capacité donnée 
et employer le moins de matière possible. Mais il faut distin- 
guer deux cas. 

. Le vase peut être ouvert à la partie supérieure. Soit alors y 
sa hauteur et x le rayon de sa base; si V est la capacité 
donnée, on aura 

t.x' ij = V, 

nous représenterons V par -a 5 pour la commodité de l’écriture. 
Nous aurons ainsi 

(1) x*y = a\ 

La surface du cylindre sera exprimée par 
tj? 4 - Ir-xy , 

ou, en mettant pour ij sa valeur tirée de la relation (1), 

, 2 TM 11 

~ x * ^ 

x • 


La quantité à rendre minimum est donc 


f(x) = x '-h 


2 a s 
x 


En égalant en zéro sa dérivée, on forme l’équation 

2x = 0, d’où l’on tire x’ = a 5 , ou x = a. 

x' 

l’ar suite l’équation (1) donne aussi y = a. C’est-à-dire qu'o» 
obtient le minimum de surface en faisant le rayon de la base 
éyal à la hauteur. Ce minimum de surface est 

tj? -+- 2 tm* ou 5 *a% 


Digitized by Google 



PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INFINITÉSIMAL. 


sti 

s /v 

ou, en remarquant que a=t/-, 

*/v* _ s ,_ 

3z \ J -, ou enfin, o y-V. 


4 u 5 

C’est bien un minimum, car on a f" (x) = 2 H — — , quan- 
tité positive pour x = a. 

Le vase peut être fermé ù lu partie supérieure. En conser- 
vant les mêmes notations, la relation (1) subsiste encore ; 
mais la surface est exprimée par 


ïr.x' -+- 2 zxij, 


ou 


2ac s + - 


■j-r/'' 


et la quantité à rendre minimum est alors 


f(x) = x'~ h 


« 5 

2* 


La dérivée égalée à zéro donne l'équation 


d’où x* 


a' 

2 ’ 


si Von met dans (1) 2 jc 5 à la place de « s , on obtient ij='2x. 
C'est-à-dire que dans ce cas ou obtient le minimum île surface 
en faisant la hauteur égale au diamètre de la base. Le mini- 
mum a pour valeur 


2rx ! -+- 4rx’, ou CrJ*, 

6rn* //7V* 

-r=-, ou encore b\/— r-. 

V 4 V 4 


On reconnaîtrait comme ci-dessus que c’est bien un mi- 
nimum. 
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o*. — Nous avons dit <|iie f (x) peut changer de signe 
en passant par la valeur zéro ou par la valeur infinie; nous 
avons examiné le premier cas; il nous reste «à parler du 
second. 

Concevons donc que pour x—a, f'(x) devienne infini, la 
fonction /'(x) restant d’ailleurs finie. Si, de x — a — h à 
x — a , f (x) est positif, cl qu’il devienne négatif de x = <i à 
x=a -i- h, f{a) sera un maximum; car la fonction f (x) 
croilra de il — h à a, et décroîtra de a à a -+-li. 

Si, de x=a — h à x — d, f’ (x) est négatif, et qu'il de- 
vienne positif de x=a à x—u-hli, fia) sera un minimum ; 
car /'(x) décroîtra de a — h à «, et croilra de a à a 4- h. 

Soit, par exemple, la fonction 

/ (x) = l -t- j x *, 

on trouve 

-i 1 

/ '(X)=x ’ = — . 

v x 

Pourx=0, cette dérivée devient infinie. D’ailleurs elle est 
négative ou positive en même temps que x; de X— — h à 
x=4-/i elle passe donc du négatif au positif; donc /‘(O) ou 
1 est un minimum. 

C’est surtout dans la discussion des courbes que l’on ren- 
contre des exemples de maxima ou de minima donnés par 
/■' {u) = x, . 

§ 4. _ MAXIMA ET MINIMA DES FONCTIONS DE DEUX VARIABLES. 

ou. — On dit qu’une fonction f (x, ij) de deux variables 
indépendantes est maximum pour x=a et ij = b, lorsque la 
quantité f (a -+-h,b-h />) est moindre que f [a, b ), les quan- 
tités h et /. étant des accroissements positifs ou négatifs aussi 
petits que l’on voudra. On dit que la fonction f (x, ij ) est mi- 
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mmum pour x = «, y — b, lorsque, pour les mêmes accrois- 
semenls /i et /., la quantité f (a -4- h, b -t-Jt) est plus grande 
que f (a, b). 

Posons b — -h, s étant le rapport algébrique, d'ailleurs 
arbitraire, que l’on établit entre /.• et h. Développons 
f(x -F- h, y -f- î/i) par la formule (Je Taylor (70); nous aurons, 
en passant /'( x , y) dans le premier membre, 


0 ) 


ï/'U'-hli, y-htli) — /'(x, y) = 


<!£ 

(Ix 


+ *!(« + *, Jü 

I .‘2 \r/x’ dx dy 




relation dans laquelle nous supposerons que x et y aient les 
valeurs a et b. 

Pour que la diifércnce f(x-h h, y 4- k) — f(x , y) conserve 
son signe, quels que soient les signes des accroissement h 
et k, il faut que le second membre de ( I ) conserve son signe, 
quel que soit le signe de h. Or, ce développement étant or- 
donné par rapport aux puissances croissantes de h, on peut 
toujours supposer h assez petit pour que le premier terme 
donne son signe à tout le développement; il faut donc que le 
terme affecté de la première puissance de h disparaisse et 
qu’on ait 

dx (ly 


Mais cette condition doit être remplie quel que soit le rap- 
port e; il faut donc que l'on ail séparément 


( 2 ) 



et 



ce sont les conditions communes au maximum et au mini- 
mum. Les valeurs x=a et y=b devront satisfaire à ces deux 
équations; elles seront donc comprises parmi les systèmes 
de valeurs qu'admettent ces deux équations. 
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» 4 . — Supposons les conditions (2) remplies; le système 
x = «, 1 / = b pourra répondre à un maximum ou à un mini- 
mum. Pour que ce soit un maximum, il faut que la diffé- 
rence qui forme le premier membre de la relation (1) soit 
négative; or, le second membre commence alors par le terme 
en /** qui donnera son signe à tout le développcmen t si h est 
suffisamment petit; il faut donc que ce terme en /t* soit né- 
gatif, et qu’on ait par conséquent, quel que soit e, 


( 3 ) 


(l ‘f , g, <l'f 

dx‘ ' dxilu 



quand on mettra pour X et pour y les valeurs a et b données * 
par les équations (2). Soient A, B, C les valeurs que prennent 
dans ce cas les quantités 


<P[ £[_ (\}f 

dx' ' dxihj ’ dy* 

On devra avoir, quel que soit e, 

(4) A 21U -p-Cs* <0. 


D'après les propriétés des trinômes du second degré, cette 
condition exige qu’on ait à la fois 


(5) C<0, et B’ — AC<0; 

la seconde relation est nécessaire pour que le trinôme con- 
serve son signe, quelque soit e, et la première est nécessaire 
pour que ce signe soit négatif. Si les relations (5) sont satis- 
faites, le système x = a, y=b correspondra à un maximum. 

On verrait de la même manière que, pour que ce système 
corresponde à un minimum, il faut et il suffit que l'on ait à la 
fois 


(6) C>0, avec B* — AC^O, 

®s. — Exemple. Soit proposé d'inscrire dans une sphère 
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de rayon R un parallélépipède rectangle dont le volume soit 
un maximum. Rapportons la sphère à trois axes parallèles 
aux arêtes du parallélépipède ; etsoientx, y, z les coordon- 
nées de l’un des sommets. Le volume du parallélépipède aura 
pour valeur 8 xijz, ou, en remarquant que 

X*+lf + 3' = R’, 

8xy y'R* — x* — y 1 , ou encore 8\/x s y*(R* — x* — y)*. 

La fonction à rendre maximum est donc 

f(x , y)= R s x*y’ — x‘y s — x’y'. 

On en tire successivement 


% = 28’.ry< — 4ry — 2 xy*; ~ = 2R’x‘y — 2x‘y — 4x*y J ; 


<lx 

'LL — OR’ii* 12xV JlLL . 

dx*~ ' tlxdy 


4R 5 xy — 8x 3 y — 8xy 3 ; 


d'( 


. ; = 2R*x* — 2x* — 12xV. 

<iy J 

Si l’on égale à zéro les dérivées partielles ~ et en sup- 

primant dans la première le facteur 2xy*, et dans la seconde 
le facteur 2x ! y, qui donneraient des solutions étrangères à la 
question que l’on a en vue, on obtient les deux équations 

R* — 2x* — y’ = 0, et R* — x’ — 2y*=0, 

qui donnent 

r — i — — 

s s' 

en ne prenant que la solution positive. Si l’on substitue ces 
valeurs dans les dérivées partielles du second ordre, on 
trouve après réduction 

A = — q R 4 ; B = -^R‘; C = — g R*. 
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Le coefficient C est donc négatif; on trouve d'ailleurs 

B*_ AC=— lyR*, 

<1 uantitc négative; les deux conditions (5) sont donc remplies, 

et les valeurs x = i/== — répondent à un maximum. 

V 5 R 

Ces valeurs donnent 3 = — =■; il en résulte que le parallèle* 
\ô 

R- 

pipède maximum est Je cube. Son volume est 8. 

5 V 3 

»e. — Si le terme en /«’ dans le développement (I) deve- 
nait nul pour x = a et i/=6, il faudrait pousser le dévelop- 
pement plus loin. On verrait que le terme en h* doit dispa- 
raître, et que dans ce cas il y a maximum ou minimum, 
suivant que le terme en /t‘ prendra une valeur négative ou 
positive. Mais cette circonstance ne se présente pas d’ordi- 
naire dans les applications. 

On pourrait aussi généraliser la question qui fait l’objet de 
ce paragraphe, et l’on reconnaîtrait, par des moyens ana- 
logues, que pour qu’une fonction de plusieurs variables indé- 
pendantes devienne maximum ou minimum pour un système 
de valeurs de ces variables, il faut que ces valeurs annulent 
les dérivées partielles du premier ordre, etc. Mais nous n’in- 
sisterons pas sur ce sujet plus curieux qu’utile, pour lequel 
nous renverrons aux traités plus étendus. Pour des raisons 
analogues, nous n’examinerons pas ici le cas où les dérivées 
partielles du premier ordre deviendraient infinies. 

Vit. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES 

§ t. — TANGENTES ET NORMALES AUX COURBES PLANES. 

oî. — On sait que l’on appelle tanijenle à une courbe, en 
un point donné de celte courbe, la limite des positions que 


f 
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prend une sécante menée par ce point, lorsqu'on la fait tour- 
ner jusqu’à ce qu’un second point d’intersection vienne se 
confondre avec le premier. 

L’équation de la tangente se déduit immédiatement de cette 
définition. Soit y = f(x) l’équation de la courbe, x et y les 
coordonnées du point par lequel on veut mener la tangente, 
x -I- ax et y -(- mj les coordonnées d’un point voisin pris sur 
la même courbe. L’équation de la sécante passant par ces deux 
points sera, en désignant par X et Y les coordonnées cou- 
rantes, et appliquant l’équation connue de la droite passant 
par deux points donnés, 




Si l’on fait tourner la sécante autour du point x, y jusqu’à 
ce que le second point x -4- ax, y ■+■ mj vienne se confondre 
avec le premier, AX et mj tendront simultanément vers zéro, 

et — tendra vers la dérivée f (x) ou y' de la fonction don- 
A<1' 

née f(x). En même temps la sécante tendra vers la position 
pour laquelle elle prend le nom de tangente. L'équation de la 
tangente sera donc 

(1) \-y = y'(\-x). 

Si l’on met pour y et pour y' leurs valeurs en x, on peut 
écrire 

(2) Y -f(x)=f'(x)(X-x). 

On voit que lorsque l’abscisse x du point de contact sera 
donnée, tout sera connu dans l’équation (2), et il sera facile 
de construire la droite qu’elle représente. 

*s. — La forme de l’équalion (2) suggère souvent un 
moyen géométrique simple pour mener la tangente. C’est c u 
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qui arrive pour les courbes du second degré ; nous renverrons 
à cet égard aux traités de Géométrie analytique. Nous nous 
contenterons des deux exemples qui suivent. 

I. — Soit la courbe ij—x*. On en tire 


j i'=mx* 


mx* my 

x x 


Pour construire la tangente au 
point M, on prendra donc, sur la di- ^ 
rection de l'ordonnée, une longueur o i 
PN égale à my oum.MP; on joindra Fig. i. 

ON, et par le point M on mènera MT parallèle à ON; ce sera la 
tangente demandée, car on a 



tang MTP = lang NOP = 


NI» my 
OP x *' 


11. — Soit la courbe y — A logx. On a dans ce cas 


, _ A log e 
,J -~x 

Pour construire la tangente en M, 
on prendra d’abord sur l’axe des y une 
longueur OH égale à A log e ; on join- 
dra le point fixe II au pied P de l’or- 
donnée, et par le point M on mènera 
MT parallèle à PH; ce sera la tangente 
demandée ; car on a 



tang MTP = tang HPO = 


»». — Si dans l’équation (8) de la tangente on fait 
X=x-f -h, h étant une quantité infiniment petite, on 
en tire 

Y = f(x)+f'(x).h. 
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Or la formule île Taylor (61) donne pour l’ordonnée 
de la courbe qui répond à l'abscisse x -+- h, la valeur 

f(x + h)=f (x) j- + f" (x) |~2 + f (•*) jyij.S"* - 
Il en résulte 

' — f(x + h )= — {"(x) ^ I" ( J1 ) T ~5 •••• 

Ainsi la différence entre l’ordonnée de la tangente et l’or- 
donnée de la courbe qui correspondent à une même abscisse, 
infiniment peu supérieure à celle du point de contact, est une 
quantité infiniment petite du second ordre (6). Il n’en pour- 
rait êlrc autrement que si f {x) devenait infini, ce que Ton ne 
suppose pas. 

On considère souvent une courbe comme un polygone infi- 
nitésimal, c'est-à-dire comme un polygone d’un nombre in- 
fini de côtés infiniment petits; l’un quelconque de ces côtés est 
alors ce que l’on appelle un élément de la courbe. Si M et M' 
sont deux sommets consécutifs de ce polygone, on regarde le 
côté MM', ou du moins le prolongement de ce côté, comme 
se confondant avec la tangente en M, et l’on dit en ce sens 
que la tangente en M n’est autre chose que l’élément MM' pro- 
longé. 

Cette manière de voir suppose, d’après ce qui précède, qu’on 
néglige les infiniment petits du second ordre, puisqu’elle re- 
vient à supposer que le point M' infiniment voisin du point M 
est situé sur la tangente en M. Cette, hypothèse n’est plus 
permise dans les questions où il est nécessaire de tenir 
compte des infiniment petits du second ordre. 

On peut présenter la même observation sous une autre 

forme. Si dans l’équation delà tangente on met à la plage 
de f (x), on peut l’écrire 
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et il semble qu’elle soit satisfaite pour 

X = x -+- </x, et Y = u dy, 

c'est-à-dire qu’il semble que la tangente passe par le point 
x-t-r/x, y 4- dij de la courbe infiniment voisin du point de 
contact. Mais, quand on fait cette substitution, il vient 

dx 

relation qui n’est réellement une identité que lorsqu’on néglige 
les infiniment petits du second ordre (Giàis). 

Remarque. Lorsque deux courbes sont tangentes, elles ont 
au point de contact une tangente commune ; il est donc 
facile do déduire de ce qui précède que leurs ordonnées, 
correspondantes à une abscisse infiniment peu supérieure à 
celle du point de contact, est la somme ou la différence de 
deux infiniment petits du second ordre, cl est par conséquent 
elle-même un infiniment petit du second ordre. 

mm». — On peut avoir à mener la tangente à une courbe, 
par un point extérieur à cette courbe, ou parallèlement à une 
droite donnée. 

1. — Dans le premier cas, soient a et £ les coordonnées 
du point extérieur donné. Ces coordonnées devront satisfaire 
à l’équation de la tangente, et l’on aura, en appelant tou- 
jours x et ij les coordonnées du point de contact, 

(ô) fr—y = f'(x) (a— x); 

mais on a aussi 

(-*) y=f{*)- 

Ces deux relations serviront à déterminer les deux inconnues 
x et y. 

On pourrait aussi considérer ces relations comme les équa- 
tions de deux lieux géométriques dont les intersections sont 
autant de points de contact ou de solutions de la question. 
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L’un de ces lieux géométriques (4) est la courbe donnée 
elle-même. 

II. — Dans le second cas, soit a le coefficient angulaire de 
la droite donnée. 

On devra avoir f'(x) = a , si l’équation de la courbe est 

, f'r (X, I/) . .,. 

lement — ' —, =a, si I equa- 

I , (*> y) 

tion de la courbe est f(x, i/) = 0 (ôü). 

Celte relation, jointe à 

t) — f[x), ou à /'(x, y) = 0, 

servira à déterminer les coordonnées inconnues x et y du 
point de contact. 

On pourrait aussi considérer ces deux relations comme les 
équations de deux lieux géométriques dont les intersections 
seront autant de solutions de la question. 

Nous n’insisterons pas sur ces considérations, qui sont dé- 
veloppées dans tous les traités de Géométrie analytique. 

f ni. — On appelle sous-tanyenle la portion de l'axe des x 
comprise entre le pied de l’ordonnée et le pied delà tangente. 
P our l’obtenir, il suffit de faire Y = 0 dans l’équation de la 
tangente, car X est alors l’abscisse du pied de la tangente, 
et la sous-tangente n’est autre chose, en valeur absolue, que 
la différence X — x entre cette abscisse et celle du pied de 
l’ordonnée. Or l’équation de la tangente , qui se réduit 
alors à 

—y=y' (X— x), 

donne 


y = f (x), ou plus généra 


( 5 ) 



Telle est l’expression de la sous-tangente. Si y' est de 
même signe quoi/, X — x est négatif, c’est-à-dire que le 
pied de la tangente est alors à gauche du pied de l ordonnée, 
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si l’on adopte les convcnlions ordinaires. Si \j est de signe 
contraire a y, X — x est positif, c’est-à-dire que le pied de la 
tangente est alors à droite du pied de l’ordonnée. 
Considérons, par exemple, la courbe 


y = Ae" x ; * 

*» 

on déduit de cette équation 

« 

y' = mAe" 1 , 


et, par conséquent, 


x— *=— i = _A, 

il m 


quantité constante. 

On voit que, dans cette logarithmique, la sous-tangente est 
constante, et que le pied de la tangente est situé à gauche du 
pied de l’ordonnée. 


*o*. — On appelle normale la perpendiculaire à la tan- 
gente menée par le point de contact. Si les axes sont rectan- 
gulaires, ce qui est le cas le plus fréquent, surtout dans les 
applications, il suffit pour obtenir l’équation de la normale de 
changer, dans l’équation de la tangente, le coefficient angu- 
laire y' en — — ce qui donne 


( 6 ) 


y— y=— ÿtx— *). 


H 


On pourrait, comme dans le cas de la tangente, mener la 
normale par un point extérieur ou parallèlement à une droite 
donnée; les méthodes seraient les mêmes, mais les calculs 
sont en général plus compliqués. 

ios. — On donne le nom de sous-normale à la portion de 
l’axe des x comprise entre le pied de l’ordonnée et le pied de 
la normale. Pour l’obtenir, il faut faire Y=0 dans l’équa- 

7 


Digitized by Google 


98 PREMIERS ÉLÉMENTS RU CALCUL INFINITÉSIMAL. 

tion (6) de la normale; X est alors l’abscisse du pied de la 
normale, et X — x est, en valeur absolue, la longueur de la 
sous-normale. Or l’équation (6), qui se réduit alors à 


— !/ = — ÿ>( x — 

donne 

(7) X — x = yy'. 

Telle est l’expression de la sous-normale. Si y et y' sont de 
signe contraire, X — x est négatif, et le pied de la normale 
est à gauche de l’ordonnée; si y et y' sont de même signe, 
X — x est positif et le pied de la normale est à droite du pied 
de l’ordonnée. 

Exemples. I. Considérons la parabole ÿ’ = 2px; on a dans ce 
cas y'= ^ , et par suite yy’=p , c’est-à-dire que la sous- 

normale est constante. En même temps yy’ est positif, et le 
pied de la normale est à droite du pied de l’ordonnée. 

11. On sait que la cycloïde est représentée par les 
équations 

x = R(a — sina), t/ = R(l — cosa), 

R désignant le rayon AC du 
cercle générateur, et a l'angle 
MCA que fait avec l’axe des y, 
ou avec CA , le rayon CM 
mené au point décrivant. On 
en tire 


</x = R(l 

d’où 

V' 


— cos a) r/a, et dy = R sin a r/a, 

R sin a R sin a 

R (1 — cosa) y 



Fig. 3. 


Digitized by Google 


Al PLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 99 

par suite 

yy' = R sin a , 

c’est-à-dire que la sous normale est la projection PA du rayon 
décrivant CM sur l'axe des x. 1 en résulte que la normale à 
la cy cloute en un point donné M de cette courbe est la droite MA 
qui joint ce point au point de contact A du cercle générateur 
avec l’axe des x. 

104. — L’équation (1) delà tangente et l’équation (6) de 
la normale peuvent, lorsqu’on y remplace y' par ( ~- , se met- 

( IJC 

tre respectivement sous la forme 


( 8 ) 

et 

(9) 


dx dy 

(X — x) dx ■+■ (Y — y] dy — 0. 


Ces formes, symétriques et faciles à retenir, sonfsouvent utiles 
dans les calculs. 


8 2.— COURBES ENVELOPPES. 

105 . — Lorsque l’équation d’une courbe contient un para- 
mètre arbitraire que l’on peut faire varier, toutes les courbes 
qui correspondent aux différentes valeurs de ce paramètre 
forment ce qu’on appelle une famille de courbes. On appelle 
enveloppe d une pareille famille de courbes le lieu des inter- 
sections successives des diverses courbes qui composent la 
famille, c’est-à-dire le lieu des intersections de deux courbes 
de la même famille dans lesquelles les valeurs du paramètre 
arbitraire ne diffèrent que d’une quantité infiniment petite. 
Si, par exemple, f(x, y, a) = 0, représente l’une des courbes 
considérées, et f(x,y, a -h da)— 0 une autre courbe de la 
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meme famille ne différant de la première qu'en ce que le pa- 
ramètre arbitraire a a varié d’une quantité infiniment petite, 
ces deux courbes seront dites infiniment voisines, et leur point 
d’intersection sera un des points de l’enveloppe. 

i oe. — Le procédé à suivre pour trouver l’équation de 
l’enveloppe se tire deladéfinition même. Soit/ - (x, y, a)=0(i) 
l’équation de la famille de courbes considérées. Changeons 
d’abord a en a-j-àa, l’équation f(x, y, a-h àa)= 0(2) sera 
une autre courbe de la môme famille ; et les coordonnées des 
points communs à ces deux courbes s’obtiendraient en cher- 
chant les systèmes de valeurs de x et ÿ, qui satisfont à la fois 
aux deux équations. Or on sait que l’on peut remplacer l’une 
de ces équations par une combinaison des deux par voie d'ad- 
dition ou de soustraction. On peut donc substituer, par 
exemple, à la seconde la combinaison 

/■(x, y, a-h\a) — f(x,y, a) = 0, 
ou, ce qui revient au même, 

f (x, y, a -l- an) — f(x, y, fl) _ Q 
au 

Supposons maintenant que l’on fasse tendre aa vers zéro, 
les deux courbes deviendront consécutives, et leurs points 
communs appartiendront à l’enveloppe. Les coordonnées de 
ces points seraient donc données par la résolution des deux 
équations 

f(x, y, a) =0, 
et 

|jm /*lx, y, o -+- an) — f (x, y, o) _ Q 
an ’ 

ou 

f(x,y,a) — O t 
et 

(3) p,(x,y,a) = 0. 
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Pour obtenir l'équation de l’enveloppe, il n’y aura donc 
qu’à éliminer entre ces deux équations le paramètre a qui 
particularise les points communs. 

Ainsi, pour obtenir l'équation de F enveloppe des courbes 
représentées par une équation telle que f (x, y, a) — 0 , il 
suffit d'éliminer le paramètre a entre cette équation et sa dé- 
rivée, prise par rapport à ce paramètre. 

•o» — Il est aisé de reconnaître que chacune des courbes 
enveloppées est tangente à l’enveloppe. Soient, en effet, AB, 
A'B', A"B" trois courbes consécu- 
tives de la famille considérée, M l’in- 
tersection des courbes AB et A'B', 

N l’intersection des courbes A'B' et 
A"B". Les deux points M et N ap- 
partiendront à l’enveloppe; il en sera 
donc de même de l’élément infini- 
ment petit MN ; cet élément sera donc commun à l’enveloppée 
A'B' et à l’enveloppe. Donc l’enveloppe est tangente à l’enve- 
loppée A'B'. On démontrerait de la même manière qu’elle est 
tangente à toutes les autres enveloppées. 

Mais cette propriété peut être démontrée par l’analyse de la 
manière suivante. Puisque l’équation de l’enveloppe résulte 
de l’élimination du paramètre a entre les équations 



f(x,y,a) = 0 et f a (x,y,a) = 0, 

on peut, pour obtenir le coefficient angulaire de la tangente à 
l’enveloppe au point*, y, différencier l’équation f(x, y, a) = 0 
en y regardant a comme une fonction de* et de y, cette der- 
nière variable étant elle-même fonction de x. On obtient 
ainsi (33, 23) 


df ,df dffda , da\ n 
dx + V lïj + iïa[dï + y Wj)-° ; 

mais^- est nul en vertu de l’équation f a (x, y,a) = 0 , il 
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reste donc 




c’est-à-dire que le coefficient angulaire de la tangente à l’en- 
veloppe au point X, y est donné par la même équation que le 
coefficient angulaire de la tangente à l'enveloppée au même 
point. Donc l’enveloppée est tangente à l’enveloppe. 

* 08 . — Exemples. I. Une droite mobile coupe les axes 
toordonnés à des distances a et b de l'origine , dont la somme 
demeure constante; on demande l'enveloppe des positions de 
cette droite. Soit a -h b = m. L’équation de la famille de 
droites dont il s'agit sera 


(i) 





m — a 


Égalant à zéro la dérivée par rapport à a, on obtient 

— ~î 7 — - — 7i=0, d’où a\y — (m — a)\x= 0» 

a’ (»n — a) 1 ’ \ ’ ' 

et par suite 

m \x . , m v t / 

a= N _ et (m-a) — - - w -=. 

\/x 4- \,y \x 4-y y 

Substituant dans (1), on trouve pour l’équation de l’en- 
veloppe, 

(2) (vx-I -\jÿ)'=m, 

équation d’une parabole qui a pour axe la bissectrice du pre- 
mier angle des axes coordonnés, et qui touche ces axes aux 
points répondant à 

y = 0,x = m, et x = 0 , y — »i. 
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On vérifie aisément que cette parabole est tangente à chacune 
des droites proposées; car si l’on porte dans l’équation (1) la 
valeur de y donnée par l'équation (2), on obtient une équation 
du second degré en x qui a scs racines égales. 

II. Trouver l'enveloppe des ellipses qui ont même surface 
et leurs axes dirigés suivant les mêmes droites. 

Nous pouvons représenter par r.r ! la surface commune de 
ces ellipses; nous aurons alors 


d’où 


zab = -r ! , 



L’équation de la famille d'ellipses considérée sera donc 


( 1 ) 


a: 1 

a* 


«y . 

r* 


Prenant, la dérivée par rapport à a, et supprimant le fac- 
teur 2a devenu commun, on obtient 


d’où 



a‘ = 


r'x'- 

y'- 


et «’ = 


r’x 

¥' 


Substituant dans (1), on trouve 


( 2 ) 



1 , 


ou 


xy = ± 


r* 

2 * 
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L’enveloppe de mandée se compose donc des deux hyper- 
boles équilatères qui ont les axes pour asymptotes et pour 
r* 

puissance ^ • 

Si l’on porte dans l’équation (1) la valeur de y tirée de 
l’équation (2), on obtient une équation en x qui est bicarrée 
et qui a ses racines égales deux à deux. On vérifie ainsi que 
l'enveloppe est tangente en deux points à chacune des en- 
veloppées. 


S 3. — CONVEXITÉ ET COURBURE DES LIGNES PLANES. 

to®. — Un arc de courbe, aussi petit que l’on voudra, est 
concave du côté de sa corde, et convexe du côté opposé, 
c’est-à-dire du côté des tangentes menées par ses extrémités. 


y 

ja 

T, 


J/ 

jQ V 


— 1 

y ^ ' 

u 

1 ~ô 

X 


Fig 5. 

Fig. 6. 


Considérons un arc très-petit MM' (fig. 5 et 0) d’une courbe 
dont l’équation en coordonnées rectangulaires est y = f(x). 
Soient x et x -4-/i les abscisses de scs extrémités. 

Si, comme dans la figure 5, les tangentes MT, M'T' menées 
aux extrémités de l’arc MM' se coupent au-dessous de cet arc 
(en regardant l’axe OY comme vertical pour fixer les idées), 
l’arc tourne sa convexité vers le bas, c’est-à-dire vers les y 
négatifs. En meme temps le coefficient angulaire de la tan- 
gente M'T' est plus grand que le coefficient angulaire de la tan- 
gente MT ; ainsi le coefficient angulaire de la tangente, c’est- 
à-dire f (x), est une quantité croissante, depuis l’abscisse x 
jusqu’à l’abscisse x 4- h. 
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Si, comme dans la ligure 6, les tangentes MT et M'T' se 
coupent au-dessus de Tare MM', cet arc tourne sa convexité 
vers le haut, c’est-à-dire vers les y positifs. En même temps 
le coefficient angulaire de la tangente M'T' est plus petit que 
celui de la tangente MT ; ainsi, dans ce cas, [' ( x ) est une 
quantité décroissante , depuis l’abscisse x jusqu’à l’ab- 
scisse x -h. • 

Or, d’après ce qu’on a vu au n° 84, la fonction f' (x) est 
croissante ou décroissante, de x à x -t- h, suivant que sa dé- 
rivée f (x) est positive ou négative. On peut donc dire que 
Tare MM' tourne sa convexité vers le bas ou vers le haut, selon 
que, de x à x -+- h, la seconde dérivée f" (x) est positive ou 
négative. 

Nous avons supposé l’ordonnée croissante dans les figures 5 
et 6; les mêmes résultats subsistent en supposant l’ordonnée 
décroissante comme dans les figures 7 et 8. Ainsi, dans la 



Fig. 7. Fig. 8. 


figure 7, l’arc MM' tourne sa convexité vers le bas; or le coef- 
ficient angulaire de M'T' est moindre en valeur absolue que 
celui de MT ; et, comme ils sont tous deux négatifs, f (x) 
est une fonction qui croit algébriquement. Dans la figure 8, 
au contraire, l’arc MM' tourne sa convexité vers le haut ; or 
le coefficient angulaire de M'T' est plus grand en valeur ab- 
solue que celui de MT ; et, comme ils sont tous deux néga- 
tifs, f (x) est une fonction qui décroît algébriquement 
D’ailleurs, dans tout ce que nous venons de dire, la posi- 
tion de Taxe des x par rapport à Tare considéré est indiffé- 
rente; donc enfin une courbe y = f(x) tourne sa convexité. 
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à partir d’un point déterminé M ayant x pour abscisse, vers 
les y négatifs ou vers les y positifs , suivant que la seconde dé- 
rivée f'(x) est positive ou négative pour cette valeur de x. 

Remarque. — On vérifie à l’aide des considérations qui pré- 
cèdent la règle donnée au n° 80, pour reconnaître les maxima 
ou minima d’une fonction d’une variable. Si l’ordonnée d’une 
courbe a un maximum ou un minimum, en ce point la tan- 
gente doit être parallèle à l’axe des x, et par conséquent la 
première dérivée doit être nulle. S’il y a maximum, la courbe 
tourne sa convexité vers les y positifs, et par conséquent la 
seconde dérivée doit être négative. S’il y a minimum , la 
courbe tourne sa convexité vers les y négatifs, et par consé- 
quent la seconde dérivée doit être positive. Mais ces considé- 
rations deviennent insuffisantes quand j la seconde dérivée 
s’annule, et il faut recourir à la théorie exposée au numéro 
cité. 


iio. — Considérons, par exemple, la courbe qui a pour 
équation 


y = sin x , 



et qui a la forme représentée 
par la figure 9. On tire de 
celte équation 

;/" = — sin x. 


Par conséquent, on reconnaît que depuis x = 0, qui ré- 
pond à l’origine, jusqu’à x = z, qui répond au point A où la 
courbe rencontre de nouveau l’axe des x, f" (x) est négatif et 
que la courbe tourne sa convexité vers les y positifs. Au con- 
traire, depuis x = r. jusqu’à x=2-, c’est-à-dire depuis le 
point A jusqu’au point B, où la courbe coupe, pour la troi- 
sième lois, l’axe des x, f" (x) est positif, la courbe tourne 
sa convexité vers les y négatifs. 

Les mêmes résultats se reproduisent périodiquement pour 
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les valeurs de x supérieures à 2z, ou pour les valeurs néga- 
tives de cette variable. 

m. — Il peut arriver que le coefficient angulaire de la 
tangente, ou f' (x), après avoir été croissant de x = a — h 
àx = a, devienne décroissant de x = a à x = «-t-h, ou 
vice versa ; en d'autres termes, il peut arriver que l’abscisse 
x — a corresponde à un maximum ou à un minimum de f [x). 
On sait qu'alors sa dérivée f" (x) prend pour a; = a la valeur 
f” (a) — 0, ou la valeur f(a)=o o (85). 

Les points qui présentent cette circonstance se nomment 
des points d'inflexion. Ce sont des points où la convexité delà 
courbe change de sens; si, par exemple, dex = a — h à 
x=a, la courbe tournait sa convexité vers les y négatifs 
de x=« à x — a ■+■ h, elle tourne sa convexité vers les y po- 
sitifs; ou bien c’est l'inverse qui a lieu. Dans les deux cas la 
courbe passe d'un côté à l’autre de sa tangente, c’est-à-dire 
que si elle était d’abord d’un côté de la tangente de x = a — h 
à x=a, elle passe de l’autre côté de x—a àx=a + /i. 

Dans la courbe y = sinx (fig. 9) les pointsO, A, B,... sont 
des points d’inflexion ; car pour ces points on a 

f" (x)= — sinx = 0. 

Nous aurons occasion de revenir sur les points d’inllexion 
en nous occupant d’une manière plus générale des points 
singuliers. 

il*. — Les notions sur la courbure des lignes résultent 
de la comparaison des arcs de courbe quel- 
conques avec les arcs de cercle. 

Un arc de cercle de longueur déterminée 
est d’autant plus courbe que l’angle aigu 
formé par les tangentes menées à ses ex- 
trémités est plus grand. Soit, par exemple, 
l’arc MM'; menons les rayons OM et OM', 
et les tangentes MT et M'T' qui se coupent 



Fig. 10. 

au point . Si 
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l’arc MM' a une longueur déterminée, il sera d'autant plus 
courbe que l’angle TIT' sera plus grand. Or cet angle est 
égal à l’angle MOM'; on peut donc dire qu’un arc de cercle 
de longueur déterminée est d’autant plus courbe qu’il ré- 
pond à un angle au cenlre plus grand, ou, ce qui re- 
vient au même, qu’il est d'autant plus courbe qu’il appar- 
tient à un cercle d’un rayon plus petit. Ainsi, pour un arc de 
cercle de longueur donnée , la courbure varie en raison inverse 
du rayon. 

C’est ce que l’on peut voir encore d’une autre manière. On 
sait qu’on a 


MM' = OM x arc MOM', 

ou en appelant s l’arc MM', a l’angle MOM' (ou l’arc qui lui 
sert de mesure dans le cercle dont le rayon est 1 ) et r la lon- 
gueur OM, 


d’où l’on tire 


s = rx , 


On prend l’angle x pour la mesure de la courbure de l’arc S ; 
on voit dès lors que pour un arc de même longueur elle varie 
en raison inverse du rayon. 

Le quotient — représente la courbure par unité de longueur 

S 

de l'arc s. D’après la relation (1), elle est égale à l’inverse du 
rayon ; et c’est dans ce sens que - sert de mesure à la cour- 
bure. 

us. — Pour étendre ces notions à une courbe plane quel- 
conque, on compare les très-petits arcs de cette courbe à des 
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arcs de cercle. Celte comparaison peut d’abord sc faire d’une 
manière élémentaire, comme il suit. 

I. Soit AB la courbe considérée dont l’équation est 
y = f(x). 

\ 

Soit M un point quelconque de cette courbe, dont les coor- 
données sont x et y, et soient M' et M" deux points consécutifs 
très-voisins du premier. Par les 
trois points M, M', M", qui ne sont 
point en ligne droite, on peut faire 
passer un cercle; soit C son cen- 
tre ; joignons les rayons CM et CM'. 

Si les points M, M', M" sont très- 
rapprochés, l’arc de cercle qui les 
joint différera très-peu de l’arc cor- 
respondant de la courbe propo- Fi s- **• 

sée; et si on les rapproche de plus en plus, de manière 
à se confondre avec le point M, l’arc de cercle tendra à se 
confondre avec l’arc correspondant de la courbe AB. La limite 
vers laquelle tend ainsi le cercle mené par les trois points 
consécutifs M, M', M" est ce que l’on appelle le cercle de 
courbure de la courbe au point M ; son centre est le centre de 
courbure, et son rayon prend le nom de rayon de courbure. 

On voit que le centre de courbure relatif au point M est à 
la rencontre de la normale en M avec une normale M'C infi- 
niment voisine. On voit aussi qu’à la limite les deux lon- 
gueurs MC et M'C peuvent être considérées comme égales. 

a 14 . — Soit p le rayon de courbure CM ; désignons par de 
l’arc infiniment petit MM', et par du l’angle infiniment 
petit MCM'. Cet angle, formé par les deux rayons CM, CM', 
est égal à l’angle formé par les deux tangentes MT, M'T', et 
porte, pour celte raison, le nom d’angle de contingence. 
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Puisque l’are MM' se confond avec l’arc correspondant du 
cercle de courbure, on a 


d%_ 1 

ds p 


d’où p 


ds 

dï' 


Cette formule et les considérations géométriques qui précèdent 
peuvent d’abord servir à trouver l’expression du rayon de 
courbure. 

Les coordonnées du point M étant x et y, celles du point M' 
sont 


x -+- dx, et y -+■ dy ; 

la distance de ces deux points, ou l’arc MM' regardé comme 
ayant pour limite sa corde, a donc pour valeur 


ou 


ds = lira . v'ax* -l- At/* , 


ds = y 'dx* -+- dif — dx y' 1 -+- y ' 1 . 


Le coefficient angulaire de MT étant y', celui de M'T' est de 
même y’ -+- dy' ; la tangente de l’angle de ces deux droites est 
donc donnée par la relation 


tang MCM' = 


?/'— (y' + <¥) . 
< +- y' (*/' + dÿ') ’ 


ou, en prenant l’arc pour la tangente, ce qui est permis, 
attendu que l’arc est infiniment petit, et, en négligeant l’in- 
liniment petit dy' devant y’, 
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m 


p = Jx . y'I 4 - y' 1 • 


-dy'~ 


ou enfin 

( 1 ) 


P 



• s 



Telle est l’expression du rayon de courbure. Elle ne donne 
pas pour p une valeur négative, attendu que, d’après la figure 
qui a servi à l’établir, la courbe tourne sa convexité vers les y 
positifs, et que dès lors y" est négatif (109). 

Si l’on fait la figure pour le cas où la courbe AB tourne sa 
convexité vers les y négatifs, on voit \ 

- que les calculs restent les mêmes, si 
ce n’est que pour avoir la tangente 
de l’angle de MT avec MT', il faut, en 
appliquante formule connuequidonne 
la tangente de l’angle de deux droites, 
retrancher y' de y' -h dy', au lieu de ~T 

soustraire y' + dy’ de y' comme tout Fig. iî. 

à l’heure. On obtient alors 



( 2 ) 



et comme y" est alors positif, on obtient encore pour p une 
valeur positive. 

II. Mais on peut établir la même formule par les considé- 
rations analytiques qui suivent. 

Considérons d’abord deux courbes quelconques 

y = f\x) et y = ?(x), 

qui ont un point commun répondant à l’abscisse a, de telle 
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sorte qu’on ait /"(a) = 9 (a). Si dans les équations de ces 
courbes on remplace x par a -h h, h désignant une quantité 
infiniment petite, on aura ( 64 ) en admettant que de x = a 
à x = a 4- h, les fonctions f (x) et 9 (æ) et toutes leurs déri- 
vées conservent des valeurs finies, 

f(a+h)=f(a) 4 - />) ï +n«) O + r («) ï^3 + ... 

et 

? (a 4- h) = f (a) 4 - 9' (a) J 4 - 9» ^ -+- f ( a ) +... 

Si l’on a f' (a) =9' (a), les deux courbes ont au point com- 
mun la même tangente, et l’on dit qu’elles ont entre elles un 
contact du premier ordre , et leurs ordonnées 

f(a-i-h) et 9 (fl 4- h) 

ne diffèrent que d’un infiniment petit du deuxième ordre. 

Si l’on a en outre f" (a), = 9" (a), on dit que les courbes ont 
un contact du deuxième ordre; et leurs ordonnées 

/■(a + Zi), et <? (a 4- /1) 

ne diffèrent que d'un infiniment petit du troisième ordre. 

En général, si les n premières dérivées prennent des va- 
leurs égales pour x=a, on dit que les courbes ont un contact 
du il 1 *™ ordre, et leurs ordonnées 

f(a-hh) et 9 (a 4- h) 

ne diffèrent que d’un infiniment petit de l’ordre n 4- 1 . 

Si l’une des courbes est algébrique et de degré n, et qu’elle 
ait avec l’autre courbe un contact du n timt ordre, on dit que 
la première courbe est osculatrice par rapport à la seconde. 
Conformément à celte définition, un cercle tangent à une 
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courbe est dit oscillateur , par rapport à celte courbe, s’il a 
avec elle un contact du deuxième ordre. 

Proposons-nous de trouver le cercle oscillateur à une 
courbe donnée ij = f (x) au point qui a pour coordonnées 
x et ij. Si X et \ sont les coordonnées de son centre, et p son 
rayon, son équation sera de la forme 

(1) (*-X)*+( ÿ -Y)* = p*. 

On en tire, en différentiant deux fois de suite, 

(2) (x-X) + !/'(!,_ Yi=0, 

(3) 1 +!/'• + y" (y- Y)=0. 

Pour que ce cercle soit oscillateur à la courbe donnée au 
point x et ij, il faut que y' et ij" soient les mêmes pour la 
courbe et pour le cercle. Dès lors l’équation (2) signifie que le 
centre du cercle est sur la normale au point commun; car elle 
exprime que les coordonnées X et Y satisfont à l'équation de 
la normale. Quant à l'équation (3), elle exprime que le centre 
du cercle est sur la normale à la courbe proposée, au point 
infiniment voisin qui a pour coordonnées x -4- dx et ij -f- dy ; 
car si, dans l’équation (2), on remplace x par x -+- r/x, et ij 
par ij -+- dy pour avoir la normale au point infiniment voisin, 
on retombe après réductions sur l’équation (3). 

Le rayon p se déduit aisément des trois relations ci-dessus 
écrites. La troisième donne 


y- Y: 


[I -l- y' 1 ) . 

"y" ’ 


substituant cette valeur dans la relation (2), on on déduit 

y' (l y'*i . 


x — X = -f- 


y 
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et, par suite, la relation (1) donne 

d + ;/'V 

y" ’ 

c'est la valeur obtenue pour le rayon de courbure par la pre- 
mière méthode. 

On devra prendre le signe 4- ou le signe — suivant que y" 
sera positif ou négatif, pour que la valeur de p, qui exprime 
une longueur absolue, soit positive. C’est-à-dire qu’il faudra 
prendre le signe -i- ou le signe — , suivant que la convexité 
de la courbe sera tournée vers les y négatifs ou vers les y 
positifs. 

Ce calcul montre l’identité du cercle oscillateur avec le 
cercle de courbure passant par trois points consécutifs infini- 
ment voisins, tel que nous l’avions d'abord considéré. 

Nous appliquerons la formule du rayon de courbure à deux 
exemples. 

us. — I. Nous prendrons pour premier exemple l’ellipse. 
De l’équation de cette courbe 




!/'V 


d’où 




X* I/* > ÿi j» 

on tire d’abord y'= 

«* à* J o’ y 

d’où 


_ _ ll! ‘ f y — n A b* / «y -4- b\r-\ _ b 1 

J «* \ !/* / «* \ a*tf / ~ «Y* 

Par suite, 


S 
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On trouve, par exemple, que pour 

£ = 0 et y = b, on a p = ^-; 

et que, pour 

b* 

x — a et il — U, on a o= ~ . 

r n 



Mais on peut déduire de la formule (3) une construction 
géométrique. Soit M le point où l’on 
veut déterminer le rayon de cour- 
bure; on joint ce point aux deux 
foyers F et F' ; on mène la bissec- 
trice MN de l’angle FMF'; c’est la 
normale au point M; par son pied N 
on lui éjèvc une perpendiculaire NI 
terminée à l’un des rayons vecteurs MF' ; et au point I on élève 
une perpendiculaire IC à ce rayon vecteur ; le point C où elle 
coupe la normale est le centre de courbure correspondant au 
point M; et MC est le rayon de courbure. 

En effet, menons l’ordonnée MP. La sous-normale NP a 
pour valeur 


Fi*. 15. 


x-n , b'x b 7 x 

NP = MH =W x - = -. 

JJ J Qty a t 


La valeur de la normale MN est donc 




v'«y 4- b\ t' 
a* 


Soit? l’angle NMF'; on a 


MI = 


MN 

COS 3 


MC = 


MI 


COS 3 


donc 


MC = 


MN 

cos’?’ 
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Or l’angle 9 est la différence des angles MNA et MF'A, qui 
ont respectivement pour tangente 


on a donc 


a 'y et _1_ ■ 

b'x ’ x + c' 


«'y y 


b'x x 4- c 1 i'ii (x 4- c) — b'xii 

tan ,lr s — * — ~~ — 

" y a'y' -t- b'x' 4- Pcx 


"B? 


1 4- 


a'y' 


b X(X -h c) 

_ c'xy 4- a'ay cij 

a'b' b'cx b' ' 


Par conséquent, 


co> 


1 


a'b ' 


r 1 4- lang*ç b'-ï-c'y' a'y' + b'x'' 


Substituant ces valeurs dans l’expression de MC, 011 obtient 


\a’it‘ 4 - b'\i : a'y' 4 - b'x' (a'y' 4 - b'x') _ 

AIL _ -, X - — - aV - p, 

ce qui justifie la construction. 

Cette construction est applicable à l'hyperbole et à la 
parabole. 

110. — II. Nous prendrons pour second exemple la cycloïde. 
De ses équations 

x = Il(x — sin x), y=R (1 — cosx), 
on a tiré au n° 103, II, 

, si 11 x 

y =7 . 

1 — cos x 

On en déduit 

1 _i_ ,,’t — (1 — cosa)»4- siiPx _ 2 

^ - fl — cos x)’ 1 — cos x ’ 
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on trouve ensuite 


^ , (I — cosa)cosa — sin a. sin a ^ (h 

(l — cos a)* — 1 — cos a’ 

on a d’ailleurs 


Par conséquent 


dx = H (1 — cos a) </a. 


tiy'_ i 


^ dx R ' ( l — cjs a 


Substituant dans l’expression du rayon de courbure, on 
obtient 

5 

(. * y 

\1 — cosa / „ n ,. 

= -4 — — — — v | ! , v i I — rns i — 


j =‘2Ry‘2v l — cos a=4R sin j- a. 

R( 1 — cosa;* 

Or, si l’on se reporte à la figure du n“ 103, on reconnaît 
que l’on a 


MA = 2R sin \ a. 

Donc 

p = ‘2MA , 

c’est-à-dire que dans la cycloide le rayon de courbure est le 
double de la normale. 

§ ♦. — DEVELOPPEES DES LIGNES PLANES 

il». — On appelle développée d’une courbe plane le lieu 
géométrique de ses centres de courbure. Soit ABCDE.. une 
courbe plane quelconque; et soient A, B, C, D, E,... des 
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points très-rapprochés sur cette courbe. Menons par ces points 

les normales A a, Bi>, Ce, l)d, 
Ee;... ces normales formeront 
par leurs intersections succes- 
sives une ligne polygonale abc 
de.... Concevons maintenant 
que les arcs Alt, BC, CD, DE,... 
deviennent infiniment petits ; 
les points a, b, c, d, e,... de- 
viendront les centres de cour- 
bure de ces arcs (115); et la ligne polygonale abede... de- 
viendra une courbe continue, lieu de ces centres de courbure. 
C’est cette courbe que l'on appelle la développée de la courbe 
ABCDE,... laquelle prend le nom de développante par rap- 
poità la courbe abede.... Voici l’origine de ces dénomina- 
tions. 

Remarquons d’abord que si les arcs AB, BC, CD, DE,... 
sont infiniment petits, on peut écrire (113) uA=aB, 6B=i»C; 
cC = cD; dD = dE;... Cela posé, imaginons que l’on enroule 
sur la courbe abede... un fil flexible mais inextensible dont 
une extrémité aboutisse en A ; puis, supposons qu’on la dé- 
roule en le tenant toujours tendu, et en faisant marcher son 
extrémité libre A dans le sens de la flèche, l’autre extrémité 
étant fixée quelque part sur la courbe abede. L’extrémité A 
décrira d’abord un élément de cercle ayant son centre en a , 
cet arc de cercle passera par lepoint B, puisque nA = flB;etil 
se confondra avec l’élément AB de la courbe donnée, puisqu’il 
a pour centre le centre de courbure a de cet élément. Quand 
l’extrémité libre du fil sera parvenue en B, sur le prolonge- 
ment de l’élément ab, le mouvement changera, et l'extrémité 
libre décrira un élément de cercle ayant son centre en b\ cet 
arc de cercle passera par le point C, puisque £»B = frC ; et il se 
confondra avec l’élément BC delà courbe donnée, puisqu’il a 
pour centre le centre de courbure b de cet élément. Quand 
l’extrémité libre du fil sera venue en C, sur le prolongement 
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de l’élément fcc, le mouvement changera encore; l'extrémité 
libre décrira un élément de cercle ayant son centre en C ; cet 
arc de cercle passera par le point D, puisque cC = cD, et il se 
confondra avec l’élément CD de la courbe donnée, puisqu'il a 
pour centre le centre de courbure c de cet élément. En conti- 
nuant ainsi, on voit que l’extrémité libre du fil décrira une 
série d’arcs de cercles ayant leurs centres sur abcde... et qui 
se confondront avec les éléments successifs de la courbe 
donnée ABCDE.... En définitive, elle décrira cette courbe d’un 
mouvement continu. 

Ainsi, une courbe donnée quelconque ABCDE... peut tou- 
jours être considérée comme décrite par l’extrémité libre d’un 
fil enroulé sur la courbe abcde... lieu de ses centres de cour- 
bure. Dans ce mouvement le fil enroulé se développe; d'où les 
noms de développée et de développante donnés aux courbes 
abcde... et ABCDE.... 

Il résulte de ce mode de description que, dans toutes ses 
positions, le fil est normal à la courbe ABCDE,... puisqu’il est 
normal anx éléments de cercle avec lesquels elle se confond ; 
en même temps le fil est tangent à la courbe abcde... puisqu’il 
est toujours le prolongement d’un de ses éléments. On peut 
donc dire que toute tangente à la développée est normale à la 
développante, et réciproquement, toute normale à la dévelop- 
pante est tangente à la développée. 

fit». — Ces considérations géométriques pourraient suffire 
à la rigueur pour établir les propriétés de la développée. Néan- 
moins, il est utile d’en donner la démonstration analytique. 

On a vu au n" 114, II, que le centre de courbure répondant 
au point d’une courbe donnée, dont les coordonnées sont x et y, 
est situé sur la normale en ce point à cette courbe, et sur la 
normale infiniment voisine menée par le point dont les coor- 
données sont x-t- dx et y -t- dy, c’est-à-dire que le lieu des 
centres de courbure est le lieu des intersections successives des 
normales à la courbe proposée, ou, en d’autres termes, que la 
développée est l'enveloppe des normales à cette courbe. Or, 
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on a démontré, au n° 107, que l’enveloppe est tangente à cha- 
cune des enveloppées. 11 est donc démontré que la développée 
d’une courbe est tangente à chacune des normales à cette 
courbe, et le point de contact est le centre de courbure répon- 
dant à chaque nqrmale. 

Cela posé, soient X, V les coordonnées du centre de courbure 
répondant au point x, y de la courbe proposée, et soit p le 
rayon de courbure en ce point. On aura 

F* = (X — xY 4 - (Y — y)'. 

Différcnlions les deux membres, il viendra, après avoir 
divisé par 2, 

p dp = (X — x) e/X 4- (Y — y) d Y — [( X — x) ilx 4- (Y — y)dy\. 

Mais la quantité entre crochets est nulle, attendu «pic le 
point X, Y est situé sur la normale [104 (9 ]; il reste donc, 
en divisant par p 

( i ) dp = </x . 4- rfY. 

P P 

Appelons u> l’angle que la normale fait avec l’axe des x , nous 
aurons 

X — x , Y — y 

= cos o) et — == sin w, 

P P 

et l'équation (1) pourra s’écrire 

(2) dp = rfX cos w 4 - rfY sin w. 

En même temps, si rfS représente l’élément de la déve- 
loppée, nous aurons aussi, attendu que cet élément a la di- 
rection de la normale à la courbe donnée, 


rfX 

■y-, = COS 11) 

db 


, rfY 

et - î 5 =sinw. 
rfb 
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Si 1 on inet pour cos w et sin <o ces valeurs dans la relation (2), 
elle devient 

. (/X* (IV d$' 

H d f = js+®=5§-, «“ 

Celle relation exprime que la longueur de l’élément de 
la développée est précisément égale à l’accroissement infini- 
ment petit du rayon de courbure, ce qui justifie le mode de 
description de la courbe indiqué plus haut, et la dénomina- 
tion de développée employée pour désigner le lieu des centres 
de courbure. 

no. — C’est en considérant la développée comme l’en- 
veloppe des normales à la courbe donnée qu’on obtient 
l’équation de cette développée. 

Soit ij = f(x) l’équation de la courbe donnée. On a vu 102) 
que l’équation de la normale à celle courbe est 

Y -y = -i(X-x), 
ou 

(1) [Y — f(x)\ f'(x) -t- (X — x) = 0. 

Celte équation est l’équation commune de toutes les nor- 
males; l’abscisse x du point de contact doit y être considérée 
comme un paramètre variable qui particularise la normale. 
Pour avoir l’équation de l’enveloppe des normales il faut donc, 
conformément à la règle exposée au n° 107, éliminer x entre 
l’équation (1) et sa dérivée prise par rapport à x. 

Au lieu de remplacer y et y' en fonction dex, dans l’équa- 
tion de la normale, il peut être parfois plus commode d’in- 
troduire partout y ; il faut alors éliminer y entre l’équation de 
la normale ainsi préparée, et sa dérivée prise par rapport à y, 
regardée comme variable indépendante. 

Nous donnerons quelques exemples du calcul qui conduit 
à l’équation de la développée. 
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i *o. — I. Nous prendrons d’abord pour exemple la para- 
bole i/’ = 2 px. 

L’équation de la normale est 


ou, en remplaçant x en fonction de y. 



ou bien 


tf -+- 2p (p — X) y — 2 !p*Y = 0. 

Différentiant par rapport à y, on a 

(2) 3j/* + 2p(p-X) = 0. 

Il reste à éliminer y entre les équations (1) et (2). Pour cela 
on tire de (2) 

2 P (p — X) = — 3y>, 
et en substituant dans (1), il vient 

2y 5 =— 2p*Y, d’où if= y/TP. 

Substituant dans (2) on obtient 

(1) 3 yp‘Ÿ ï =2p (X — p), 

ou 

8 (X — p)* 

27* p ’ 

c est I équation de la développée. Elle a la forme représentée 
par la figure 15. 
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Nous ne nous arrêterons pas à sa discussion. 


II. Nous prendrons pour second 
exemple l’ellipse, parce que , pour 
obtenir l’équation de la développée 
sous une forme simple, il convient 
de suivre une marche particulière. 
L’équation de la normale est 

"I v — » = — 



OU 


Y = 


o’X ;/ 
è* ’ x 


u'y n*X y c* 

y ~~b r ~ Vx~ Y 1 y ’ 


Prenons la dérivée par rapport à x, en regardant y comme 
fonction de x; nous aurons 


0 = 


fl ‘ x ( xi /—y \ 

l>' \ x* / 



ou 


0 = o*X ( xy ' — y) — c'x'y'. 


b*x 

Mettant pour y 1 sa valeur — — , il vient 



b’x* \ c’x* . b'x a'\ . a'b 1 

u'y y ) d'y ~~ d'y 


c'b'j f 

~a 'y ' 


d'où 

x 5 oX 

« s c’ ’ 

et par suite 
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Or on trouverait par un calcul analogue 


* \ c* 


; ; 


il suffit pour cela de remplacer x par y , X par Y, a pari», 
b par r/, et de changer par conséquent le signe de c*. Ces va- 
leurs, mises dans l’équation de l'ellipse, donnent 






ou 



Fig. 16. 


(«X) 5 + (b\y=<?. 

Telle est l’équation de la développée de l'ellipse; celte 
courbe a la forme indiquée par la figure 16. 

III. Nous chercherons encore 
la développée de la cycloïde, parce 
qu’elle peut s’obtenir par des con- 
sidérations géométriques très-sim- 
ples. Soit OIIIÎ (fig .17) la cycloïde 
considérée; M l’un de scs points; 
C la position correspondante du 
centre du cercle générateur ; A son 
point de contact avec Taxe OX. Traçons le cercle C' symétrique 

du cercle C par rapport à 
OX; et lirons MA, qui ren- 
contrera le cercle (7 en M'. 
A cause de la symétrie on 
aura évidemment AM' = 
AM, et par conséquent 
MM' = 2MA. Le point M' 
sera donc (116) le centre 
de courbure de la cycloïde 
correspondant au point M. 
Cela posé, prenons OK = rR, et menons HKK' parallèle à 



Fig. 17. 
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l'axe des y ; menons encore 00' parallèle à KK' , el O'K' pa- 
rallèle à l’axe OX, et tangent en A' au cercle C'. Nous aurons 

0'K' = 0K=-R, et 0'A' = 0.\. 

Or on a 

arc AM = OA = arc AM', 

puisque les cordes AM et AM' sont égales à cause de la symé- 
trie. Il en résulte 

arc A'M' = -R — AM' = O'K' — O'A' = A'K'. 

Donc le point M' est sur une cycloïde OM'K' ayant pour 
cercle générateur le cercle C'; et qui serait engendrée par un 
point de la circonférence de ce cercle C' roulant sur OX en 
sens inverse du roulement du cercle C. Or la courbe ainsi dé- 
crite, lieu des centres de courbure M' de la cycloïde donnée, 
est la développée de cette cycloïde. 

Donc la développée de la cycloïde est une cycloïde éyale, qui 
se serait abaissée parallèlement à l'axe des y d'une quantité 
égale au diamètre du cercle générateur , et qui aurait avancé 
ou reculé parallèlement à l’axe des x d'une quantité éyale à 
une demi-circonférence de ce cercle. 

1*0 bis. — On peut remarquer que, d’après le mode de 
description d’une courbe fondé sur l’emploi de sa développée, 
il y a toujours une infinité de courbes qui ont la même déve- 
loppée; on les obtient en faisant varier la longueur du fil en- 
roulé sur cette développée commune. Toutes ces courbes ont 
les mômes normales; ce sont les tangentes à la commune dé- 
veloppée; et la portion de normale comprise entre deux de 
ces courbes est constante dans toute leur étendue; en d’autres 
termes, ces courbes sont partout équidistantes. 

Réciproquement, deux courbes qui ont toutes leurs nor- 
males communes et qui sont partout équidistantes, ont la 
meme développée. Car si la première peut être décrite à l’aide 
de sa développée, en adoptant une certaine longueur de fil, 
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la seconde pourra être décrite à l’aide de la même développée 
en faisant varier la longueur du fil d’une quantité égale à la 
distance des deux courbes. 


S S. — POINTS SINGULIERS DES COURBES PLANES 

i*«. — On appelle points singuliers d'une courbe plane 
les points qui offrent quelque particularité indépendante du 
choix des axes. 

D’après cette définition, les points où l’ordonnée est maxima 
ou miniina ne sont pas des points singuliers, car ils perdent 
leur propriété quand on fait varier la direction des axes. C’est 
ainsi, par exemple, que le sommet du petit axe d’une ellipse, 
qui répond au maximum de l’ordonnée quand on rapporte la 
courbe à ses axes, perd cette propriété si l’on prend pour axes 
deux diamètres conjugués quelconques. 

Nous supposerons d’abord l'équation de la courbe résolue 
par rapport à y. 

Nous aurons à considérer les points singuliers que peut pré- 
senter une même branche de courbe; puis ceux qui résultent 
de la rencontre de plusieurs branches. 

f**. — Points singuliers que peut présenter une même 
branche. 

I. Points d'inflexion. Nous avons déjà eu occasion de 
parler de ccs points au n" 111 ; ce sont ceux où le coefficient 
angulaire de la tangente f (x) passe par un maximum ou par 
un minimum, et où par conséquent f" (x) devient nul ou in- 
fini. Nous avons donné pour exemple du premier cas la sinu- 
soïde; on peut prendre pour exemple du second cas la courbe 

9 9 

y = h- 4-x-f-^a^. 
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estunpointd’inflexion. Le coefficienl angulaire y' est décrois- 
sant pour x négatif et croissant pourx positif; il passe donc 
par un minimum pourx = 0; la seconde dérivée y" prend 
alors une valeur infinie. 

On peut remarquer que quand y" est nul , le rayon de 
courbure p (H 4) devient infini ; et quand y" est infini, le rayon 
de courbure est nul. On voit donc qu’aux points d’inflexion le 
rayon de courbure devient nul ou infini. 

t*3. — II. Points d’arrêt ou de rupture. Ces points sont 
ceux où l'ordonnée passe brusquement d'une valeur finie à une 
valeur infinie ou à une autre valeur finie. 

I. Soit, par exemple, la courbe 

Vf 

y = 1 — e*. 

Si l'on fait varier x de — oo 
à 0, y est positif et augmente 
de 0 à i , ce qui donne la bran- 
che «A. Si l’on fait varier x 
de -4- oc à 0, y est négatif et 
augmente de 0 à l'infini, ce qui 
donne la branche cb. Pour x = 0, on a donc ou une ordonnée 
finie 0A= 1 , ou une ordonnée négative infinie en valeur ab- 
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soluc. Ainsi l'ordonnée passe brusquement d une valeur finie 
à une valeur infinie. 

If. Soit en second lieu la courbe 

1 X 

il = arc . tan" 7 . 

J ° x 1 + x' 


Si l’on fait varier x de 

T*. 



Fi S . 20. 


x à 0, y est négatif et varie 

de 0 à — Si Von fait varier 

x de à 0 , ij est positif 

et varie de à 0 -+- t -j\Pour.E=0 

l'ordonnée passe donc brus- 
quement de la valeur finie 


— ^ à la valeur finie 


2 ' 


Ce genre de points singuliers ne se rencontre que dans les 
courbes transcendantes. 


***• — III. Points saillants. On nomme ainsi les points 
où le coefficient angulaire de la tangente passe brusquement 
d’une valeur finie a une autre valeur finie, et où par consé- 
quent la courbe semble se briser et former un angle dont le 
sommet est le point saillant. 

Soit, par exemple, la courbe 



y=h -hx . arc tang - . 

0 x 

On lire de cette équation 

; ,1a; 

n = arc tang , -. 

J k x 1 -t- x* 

Fig. 2i. Or, on vient de voir que pour 

x=0celte fonction passe brusquement de la valeur — ’j à la 


A 1 

r 

O 

X 
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valeur -+- ^ . La courbe se brise doue au point A, qui devient 

le sommet de l’angle formé par les deux parties consécutives 
de la courbe; ce sommet est le point saillant. 

Ce genre de points singuliers ne se rencontre également 
que dans les courbes transcendantes. 

** 5 . — Points singuliers résultant de la rencontre de plu- 
sieurs branches. 

I. Points multiples. Ces points sont ceux où deux branches 
de courbe se croisent. Cela arrive lorsque y a deux valeurs 
distinctes qui se confondent pour une valeur particulière 
de x, et qu’en même temps tf conserve deux valeurs dis- 
tinctes. 

On peut prendre pour exemple l’équation 


II — x 


/x -h a. 

V— ’ 


Pour x = 0 on trouve 


d’où 


1 ôx -+- 2 a 
2 y b y x -f- a 


y = 0, et y'=±\/“ 

La courbe a la forme indiquée 
(fig. 22) ; le point O est un point 
multiple. 

Ces points se rencontrent dans 
les courbes dont l’cquation contient 
des radicaux d’indice pair. 

**6. — 11 peut arriver que les deux branches de courbe au 
lieu de se croiser soient tangentes. Le point de contact est alors ce 
qu’on appelleun point multiple avec contact, et il est dit de 
première ou de deuxième espèce , suivant que les deux 
branches sont situées de part et d’autre de leur tangente 
commune ou d’un même côté de cette tangente. 

9 


V " 
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Ce qui caraclérisc ces points, c’est d’aliord que deux va- 
leurs distinctes de y se confondent en une seule ; que deux 
valeurs de y' se confondent également en une seule; et le 
point est de première on de deuxième espèce, suivant que sur 
les deux branches y" a des signes différents ou le même 
signe. 

Comme exemple d’un point multiple avec contact de pre- 
mière espèce , on peut prendre la courbe (lig. 25) 

y—x*\ ‘'1 -4-x. 

On a dans ce cas 

, ix 4- 5,r* 8-t-24x -+- 1 5x* 

a = ;, — ; y — 3 • 

“ Vl+Æ 16 (1 -t-x)* 

Pourx=0, on trouve 


!/=0> !/'= 0, et y"=±*. 

Les deux valeurs de l’ordonnée se réduisent à une seule; il 
en est de même des deux valeurs 
dey'; quant aux deux valeurs de 
y", elles restent distinctes et de 
signe différent ; le point 0 est donc 
un point multiple avec contact de 
première espèce. 

Comme exemple d’un point mul- Fi s- c 

tiplc avec contact de deuxième espèce, nous prendrons la 
courbe (fig. 24), 

y = * -t- x 1 v 1 -F- x. 

On a dans ce cas 
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Pour x = 0, on trouve 

y=0, !)'= 0, ÿ"= 2 ±l; 

les deux valeurs de y se réduisent 
encore à une seule, il en est de 
même des valeurs de y'; mais les 
deux valeurs de y" restent distinctes 
et ont toutes deux le même signe. 

Le point O est donc bien un point 
multiple avec contact de deuxième 
espèce. 

î». — II. Points de rebroussement. Ce qui caractérise 
ces points, c’est que l'ordonnée est imaginaire, soit en deçà, 
soit au delà; qu’elle a deux valeurs distinctes, soit au delà, 
soit en deçà, qui se confondent en une seule au point consi- 
déré, et que le coelficient angulaire y' a aussi deux valeurs 
distinctes qui se confondent en une seule en ce point. La 
courbe présente donc au point de rebroussement deux bran- 
ches langentes entre elles, mais qui 
ne s’étendent que d'un côté de ce 
point. Le point de rebroussement est 
dit de première ou de deuxième espèce, 
suivant que les deux branches sont si- 
tuées de part et d’autre de leur tangente ot x 

commune ou d’un même côté de cette ris- ‘-5. 

tangente, ce qu’indique le signe de y". 

Soit (fîg. 25) l’équation 

4 5 

y — h-h x -h p; x\ 

on en tire 

9 * — 

y' = 1 4 - ~ j. 5 , et y"=^x- 

O 

Pour x=0 on a y = h, y' = \; d’ailleurs y devient imagi- 
naire (ainsi que y') pour les valeurs négatives de x. De 
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plus y" a un signe différent sur les deux branches. On a donc 
au point A un point de rebroussement de première espèce. 
Soit au contraire (lig. 2G) l’équation 


, i , 2 ; 

y = h -+■ 2 x ■+• x + f/i 


on en tire 


y'=\+x-hx~', et = + 



1 


Pour x=0, on a i / = /i, y' = et 

y est imaginaire pour les valeurs né- 
gatives de x. De plus, pour de très- 
petites valeurs positives de x, les deux 
x valeurs de y" sont de même signe. Le 
Fie. 26 . point A est donc un point de rebrous- 

sement de seconde espèce. 

i*8. — III. Points conjugues (ou isolés). Ces points pro- 
viennent ordinairement d’une branche de courbe fermée qui 
se réduit à un point pour une valeur particulière d’un para- 
T mètre entrant dans l’équation 

de la courbe. Ils sont caracté- 
risés parcette circonstance que, 
en deçà et au delà, l'ordonnée 
est imaginaire, jusqu’à une 
valeur convenable de x; etqu’au 
Fi s- S7 - pointlui-mêmey'cst imaginaire. 

Soit, par exemple, la courbe 


r 



y 


_ v'x (x -+- a) (x — b) 
m 


qui a la forme représentée par la figure 27. 


Digitized by Google 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. 153 

Si l’on fait l'hypothèse a = 0, l'équation devient 



x — b „ . 

- , d uu 
m ’ 


»/= 


ôx — 2b 
2m \x — b 


Pourx = 0 on a i/=0. Mais pour T | 
des valeurs positives de x moindres 
que b , ou pour des valeurs négatives _ | 
de cette variable, y est imaginaire. Au " 
point O lui-même (lig. 28), y' est ima- 
ginaire. Ce point est donc un point 
conjugué. 

s*». — Supposons maintenant que l’équation ne puisse 
pas être résolue par rapport à y ; soit f(x,y) = 0 cette 
équation. 

Rappelons -nous qu’on en déduit par la différentiation 
(30, 59) 




Fig. 28. 


(«) 


df , df „ 
dx + ' J Ty=°> 


(b) 

(c) 


C 


dx* J dxdy 


„ d*f 

*4 




(*r i w *r , 5u >. *r , *r\ 

\dx* ^ dx* dy ^ dx dy ' + dif) 


5»" ( JÜ!L _i_ «' -L 

J \dxdy +J dy 




L’équation (<i) donne y' ; en substituant celle valeur dans 
l’équalion ( b ), on en lire y" ; et, en substituant les valeurs 
de y' et de y" dans l’équation (c), on en tirerait y et ainsi 
de suite. 

11 n’y a rien de particulier à remarquer pour les points 
s inguliers que peut présenter une même branche de courbe. 
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Mais il peut arriver qu’au point que l’on considère on ait 
à la l'ois 



et 



Dans ce cas, l'équation (a) qui donnait y' devient illusoire, et 
c’est alors l’équation (b) qui donne cette première dérivée, 

attendu que le terme en ij" disparaît, puisque ^ = 0, c’est-à- 

dire qu’alors 1 / est donné par une équation du second degré. 

Si les racines sont imaginaires, on a affaire à un point 
conjugué. 

Si les racines sont réelles et inégales, c’est un point mul- 
tiple ordinaire. 

Si les racines sont égales, il s’agit d’un point multiple avec 
contact, ou d’un point de rebroussement. Si y conserve une 
valeur réelle en deçà et au delà du point considéré, q’est un 
point multiple; si y devient imaginaire en deçà ou au delà, 
c’est un point de rebroussement. 

Dans les deux cas, l 'espèce du point sera donnée par y", 
que l’on tirera alors de l’équation (c), attendu que y"’ dispa- 
raît, puisque -J- est nul. Si les deux valeurs de if sont de 

signe contraire, on aura affaire à un point multiple de pre- 
mière espèce ou à un point de rebroussement de première 
espèce ; si les deux valeurs de y" sont de même signe, ce sera 
un point multiple de deuxième espèce ou un point de re- 
broussement de deuxième espèce. 

Les détails qui précèdent suffisent pour les besoins de 
l’application. 


s 6. — COURBES A DOUBLE COURBURE 

130 . — Une courbe quelconque, dans l’espace, est repré- 
sentée, en coordonnées rectangulaires, par deux équations 
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entre les trois variables x, ;/, z. Ces deux équations sont celles 
de deux surfaces dont l’intersection est la courbe considérée. 
Le plus souvent les deux équations ne renferment chacune 
que deux variables et se présentent sous la forme 

(1) * = ç(*)» >J='H », 

elles représentent alors les cylindres qui projettent la courbe 
sur le plan des xz, et sur le plan des yz. 

On prend ordinairement z pour variable indépendante ; 
cependant, pour la symétrie des formules , il est souvent 
commode de regarder x, y et s comme fonctions d’une va- 
riable indépendante auxiliaire; on adopte alors généralement 
pour variable indépendante l’arc s de la courbe ; x, y, z sont 
considérés comme fonctions de s. 

i3t. — Expression d’un élément de la courbe. Soient x , 
»/, z les coordonnées d’un point M de la courbe, et soient 

x -+- ax, y -+- mj, z -t- A3, 

les coordonnées d’un point voisin M'. Si I représente la droite 
qui joint les points M et M', on aura, d’après une formule 
connue de Géométrie analytique à trois dimensions 

/ = "I - ^ * 

Si l’on rapproche indéfiniment le point M' du point M, la 
corde l de l’arc MM' tendra vers l’arc lui-même, que l’on re- 
présente par ds, en même temps que ax, Aty, as tendront 
respectivement vers dx, dy, dz. On aura donc 

ds = lim . y'AX* -t- a y 1 -+- Az 1 , 
ou 

(2) ds = \fdx* -H dif -+■ dz*. 

L’arc infiniment petit ds est ce qu’on nomme un élément de 
la courbe. 
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Si l’on prend s pour variable indépendante, on peut écrire 




ou, en tirant ~ cl — des équations (1) de la courbe 


(3) ds = V ' [ ? '(*)1 , + W (*)]'+»• 

iss. — Tangente. Les équations de la droite qui joint les 
points M, M' ayant pour coordonnées 

X, y, Z, et X-+-\X, I/-4-AJ/, z -+- AI, 

sont, en désignant par X, Y, Z les coordonnées courantes, 

X — x = — (Z — z), et Y — y — — (Z — 2 ). 
az v J az ' ' 

Si l’on fait tendre M' vers M, la sécante MM' tendra vers la 
tangente en M ; en même temps 

ax , ay , , , dx du 

— et — , tendront vers -p et : 
az az ne di 

les équations de la tangente sont donc 

<*> X— — *>, « 1-, = %$-,). 

On peut les écrire symétriquement sous la forme 

■ k\ dx _ dy _ dz 

X — x Y — y Z — z’ 

On remarquera que les équations (4) sont celles des tan- 
gentes aux courbes représentées par les équations (1); ainsi 
la projection de la tangente à une courbe est tangente à la 
projection de celte courbe, ce qu’il était aisé de prévoir. 
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Considérons les points de la courbe et de sa tangente qui 
correspondent à l’ordonnée z -+- h, h étant une quantité infi- 
niment petite. Soient x,, y,, s -h h les coordonnées du pre- 
mier de ces points, que nous appellerons p ; et X„Y,, z -+- h, 
celles du second, que nous appellerons P. D'après ce qui a été 
expliqué au n° 99, la différence X, — x, sera un infiniment 
petit du second ordre, si la courbe n'éprouve pas de discon- 
tinuité au point que l’on considère; et il en sera de même de 
la différence Y, — y,. On en conclut aisément que la distance 
des points P et p est elle-même un infiniment petit du second 
ordre, car cette distance 5 a pour expression 

5 = V^(X, —■*,)*+ (Y, — y,) 1 -+- 0. 

Or, d’après ce qu’on vient de dire, h étant {'infiniment petit 
principal, les différences X, — x,, et Y, — y,, sont de la 
forme kh* et k'h 1 , k et k' étant des coefficients finis. On a 
donc 

î = h* \ 'k* -t- k 1 * , 

quantité infiniment petite du second ordre. 

On ferait voir, comme au n° 99, que la tangente au point 
x, y , z ne passe pas par le point x-f-rfx, y-Mfy, z-t-dz, et que 
si ces dernières coordonnées paraissent satisfaire aux équa- 
tions de la langenle, c’est parce ^u’on néglige les infiniment 
petits du second ordre. 

<st bis. — On sait que si x~az 4- p, y =bz-{- q, sont 
les équations d’une droile, les cosinus des angles qu’elle fait 
avec les axes ont respectivement pour valeur 

a b \ 

v'a' + fr'+l ’ v/«* -• - 4* + î ’ v V +V+V 

Si l'on applique ces formules à la tangente, on aura donc, 
en désignant par a, p, y les angles qu’elle fait avec les axes 
des x, des y et des z, 
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f 33. — Plan normal. Toutes les perpendiculaires à la tan- 
gente menées par lepoint de contact sont des normales; le lieu 
de ces normales est un plan perpendiculaire à la tangente et 
auquel on donne le nom de plan normal. 

Ce plan, passant par le point de contact dont les coordon- 
nées sont x, y , z, son équation est de la forme 


A (X — x) h- B (Y — y) -f - C (Z — *) = 0. 


Pour qu’il soit perpendiculaire à la droite, représentée par 
les équations (4), il faut qu’on ait 


A=C.ÿ, cl B=C A 

dz ’ dz 


Substituant dans l'équation précédente ces valeurs de A et 
de B , et supprimant le facteur C devenu commun , on 
obtient 

(7) (X-x)g + (Y-ÿ)^+(Z-*) = 0. 
ou 

[\ — x) dx -+- (Y — y) dij + (Z — s) dz= 0, 

c’est l’équation du plan normal. 

« 34 . — Plans tangents. Tout plan mené suivant la tan- 
gente porte le nom de plan langent. L'équation générale des 
plans tangents est évidemment de la forme 

(S) |(X — x)dz — (Z — s)dx]-t-).[(Y — y) dz — (Z — s) r/ÿ] =0, 
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car cctle équation représente un plan, et ce plan contient la 
tangente, puisque l’équation (8) est satisfaite en même temps 
que les équations (4) de la tangente. 

Nous remarquerons encore ici que ce plan, qui passe par le 
point x, y, z, ne passe pas par le point dont les coordonnées 
sont x -+- dx, y + dy, z -+- (/z-, et que si ces coordonnées pa- 
raissent satisfaire à l'équation (8), c’est parce qu’on néglige 
les infiniment petits du second ordre. 

iss. — Plan oscillateur. I. Considérons trois points con- 
sécutifs M, M', M" sur la courbe; par ces trois points, qui 
ne sont pas généralement en ligne droite, on pourra faire 
passer un plan. Si l’on fait tendre les points M' et M" vers le 
point M, ce plan tendra vers une position limite; le plan qui 
occupe celte position limite est ce que l’on appelle le plan os- 
cillateur au point M. 

Ce plan devant passer par le point M, dont les coordonnées 
sont x, y, z, son équation est de la forme 

A (X — x) H- B (Y — y) -+-C(Z — z)=0. 

Nous supposons x, y, et z fonctions d’une variable auxiliaire 
indépendante. 

Si x+dx, y-hdy , z-hdz soi t les coordonnées du 
point M', elles doivent satisfaire à l'équation du plan, ce qui 
donne 

Adx -+- B dy ■+■ C dz = 0. 

Les coordonnées du point M" étant 

x -+- dx -4- d’x, y -4- dy 4- d’y, z-i-dz-h d'z , 

elles doivent également satisfaire à l’équation du plan, ce qui 
donne, en ayant égard à la relation ci-dessus, 

A d’x H |-Bd*y-t-Cd*z=0. 

De ces deux dernières équations on tirera les rapports 
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-, et et, en substituant pour A et B leurs valeurs en G 

dans l’équation du plan, et supprimant le facteur C devenu 
commun, on obtiendra 


(») 


(X — x) (dy d*z — dz iPx) ■+• (Y — y) (dz d’x — dx d*z) 
-+- (Z — z) {dx d'y — dy d'x) = 0, 


c’est l'équation du plan osculateur. 

On en ferait disparaître les infiniment petits en divisant 
par ds*, sia est la variable indépendante. Six',x", y', y",z',z" 
représentent les premières et secondes dérivées dex, ÿ cl s 
par rapport à s, on pourrait écrire 

(X— x) (y'zT-z'y") + (Y-y) 

H- (Z — s) (x'if — y'xT) = 0, 


équation qui ne renferme plus d’infiniment petits. 

II. Le plan osculateur contient la tangente en M ; car si 
l'on remplace X — x, Y — y, Z — z par dx, dy, dz qui leur 
sont proportionnels en vertu des équations (5) de la tangente, 
tous les termes de l’équation (9) s’entre-détruisent. Le plan 
osculateur est donc compris parmi les plans tangents. 

III. Si l’on prend z pour variable indépendante, il en résulte 
dz= constante et d'z=0. L’équation du plan osculateur de- 
vient alors, en divisant par dz s : 


(9 bis) 


... d'il , v . d’x 


(Z- 




dz dz ' dz dz' J 


Sous cette forme, on reconnaît aisément que le plan oscu- 
lateur au point M, dont les coordonnées sont x, y , z, est pa- 
rallèle à la tangente au point M' ayant pour coordonnées 

dz. En effet : ^ et étant les coeffi- 
d y dz 


x + dx, y-l -dy, *- 
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cienls angulaires de la tangente en M, ceux de la tangente 
en M' s'obtiendront en y changeant x en x-t~ </x et y en y -f- dy, 
ce qui donne 


ilx 

dz 



dz 


d'y 

dz ' 


dz: 


Or, on sait que pour qu’une droile, ayant pour coefficients 
angulaires a et b , soit parallèle au plan qui a pour équation 

Ax -+- % -+■ Cz -t- D = 0 , 

il faut et il suffit qu’on ait 

Xa + + C = 0. 


Dans le cas qui nous occupe, cette condition devient 


_ (dx , «fjT . A , <?£ fdy 

dz ' \dz dz * ) dz' \dz 

(dx (P]l_dy d*x\_ 

\dz dz' dz dz') ’ 



égalité qui est en effet satisfaite d'ellc-mème, attendu que les 
termes du premier membre s'entre-détruisent. 

IV. On déduit encore de ce qui précède que la plus courte 
distance des tangentes menées en M et en M' est un infiniment 
petit du 3' ordre. En effet : celte distance n’est autre chose 
que la distance du plan oscillateur à la tangente en M' qui lui 
est parallèle. Il faut donc démontrer que celle-ci est un infini- 
ment petit du 3' ordre. On simplifie la démonstration en pre- 
nant la tangente en M pour axe des z, le point M pour origine, 
et le plan osculateur en ce point pour plan des zx. L’équatipn 
(9 bis) du plan osculateur se réduit alors à 


dz' ' dz' 


0 , 


car on a x = 0, y = 0, s= 0, puisque l’origine est en M, et 


Digitized by Google 



142 PREMIERS ÉLÉMENTS HU CALCUL INFINITÉSIMAL. 

— = 0 avec ~ = fl, puisque l’axe des z est une tangente. 
ilz di 

Pour que le plan osculaleur se confonde avec le plan des zx , 
et que son équation se réduise à Y = 0, il faut donc qu’on ait 

= 0. 
dz' 

Cela posé, soit y = *4' ( 2 ) l'équation de la projection de la 
courbe sur le plan des ijz ; on aura par la série de Maclau- 
rin (69) 

y = v (0)+r (0) | + »r (0) ^ ■+■ v" (0) 4 - ... 

Mais 'P' (0) est nul, puisque la courbe passe par l’origine; 
'I ; ' (0) est nul, puisqu’elle est tangente à l’axe des 3 ; enfin, la 


condition 


rfy 

dz' 


0 revient à q" (fl) = 0. 11 reste donc 


y=y\"\0). 


1.2. 3 


Donc si 3 est un infiniment petit du premier ordre, comme cela 
doit avoir lieu pour le point M' infiniment voisin du point M, 
l’ordonnée y, qui mesure la plus courte distance du plan oscu- 
lateur à la tangente en M', est un infiniment petit du 5' ordre. 
Il en résulte qu’en négligeant les infiniment petits du 
5 e ordre, on peut regarder le plan osculaleur en M comme 
contenant les tangentes en M et M'. 

tas bis. — Normale principale. On donne le nom de nor- 
male principale à la perpendiculaire à la tangente qui se 
trouve dans le plan osculaleur. C’est l’intersection du plan 
qsculateur avec le plan normal ; et l’on pourrait obtenir scs 
équations parcelle considération. Mais il est préférable d’em- 
ployer la méthode suivante, qui conduit aisément à diverses 
autres conséquences utiles. 

Soient M et M' deux points infiniment voisins sur la courbe; 
MT et MT les tangentes en ces deux points. La distance de la 
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tangente MT au plan osculaleur mené en M étant un infini- 
ment petit du 5° ordre, on peut, en négligeant les infiniment 
petits de cet ordre, regarder MT comme contenu dans le 
plan osculateur. Supposons que ce soit le plan de la ligure. 
Soit C le centre de courbure en 
M de l’arc MM' considéré ainsi 
comme plan; menons CM et 
CVl' ; la droite MC, normale en 
M (1 13), sera la normale prin- 0 ( 

cipale. Par l’origine des coor- 
données, menons les droites Ot c \ 

et Ot' parallèles à MT et à MT Fig. îu. 

et égales à l’unité, et joignons tt'. Le triangle MCM' peut être 
considéré comme un triangle rectiligne isocèle, dont l’angle 
en C est égal à l’angle de contingence, que nous représente- 
rons par ds, et dont les angles à la base sont aussi voisins 
qu’on le voudra de 90°. Or, le triangle tOt' est aussi un triangle 
isocèle, dont l’angle en Oest égal à l'angle de contingence; il 
est donc semblable au triangle MCM'; et, puisque Ot et Ot' 
sont respectivement perpendiculaires aux normales MC etM'C', 
il faut que le troisième côté tt' soit perpendiculaire à MM', et 
par conséquent aussi voisin qu’on le voudra d’être parallèle à 
MC. La direction de la normale principale MC est donc en dé- 
finitive celle de la droite tt', et tout se réduit à trouver cette 
dernière. 

Pour cela, soient J-, r„ Ç les coordonnées du point t; 
Ç -t- d;, r, -t- dr„ Ç -+- </£ seront celles du point t'. La dis- 
tance dz de ces deux points sera exprimée (131) par 

dz y dç’ — dij" -H d,*; 

et si X, y., v désignent les angles que tt' fait avec les axes, on 
aura (132) 

, d~ dr, dï 

COsX=-r-, COS cos v = 

dz dz dz 
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Or, a, J3, y désignant les angles de la tangente MT ou de la 
parallèle 0/ avec les axes, on a 

5=01. cosa, Ti=0f.cos,3, Ç = Of.cosY, 

ou simplement, puisque Ot = 1 , 

ç = cosa, r,= cos3, Ç=cosy- 

Mais on a trouvé au n° 1 52 


COS X — 


dx 

ds' 


. du (h 

eos z = - -, cos y = , 
ds ds 


On a donc 


„ dx _ dij dz 

< 77 ’ r ‘~ds' ** — ds' 


et, par suite, 


d; 



dr,= 



d» 

ds' 


Il est commode de prendre s pour variable indépendante; 
on peut écrire alors 



dr---hls 


d; 


d‘z 

d? 


ds. 


La valeur de di devient alors 
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et l’on trouve enfin, pour les angles X, p, v, les valeurs 



La direction de la normale principale se trouve ainsi déter- 
minée. 

tse. — Hayon de courbure. L’arc dz mesure l’angle tOt' 
dans le cercle dont le rayon est 1 ; c’est donc la mesure de 
l’angle de contingence MCM'. On a donc, en désignant par p 
le rayon de courbure MC du cercle osculateur en M (114), 

( 10 ) 


Remarque I. On remarquera qu’à l’aide de cette valeur 
on peut écrire les valeurs des cosinus des angles X, p., v de la 
normale principale avec les axes sous la forme 



. d'x d’y 

c°sl=Pj s j, cosp. = i - 


Remarque II. On peut observer aussi que les formules qui 
précèdent sont applicables aux lignes planes; il n’y a de dif- 

10 
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férence qu’en ce que, dans ce cas, les résultats du calcul sont 
généralement plus simples. 

îsî. — Seconde courbure. Deux plans oscillateurs consécu- 
tifs font entre eux un angle dièdre infiniment petit, que nous 
désignerons par d0, et que l'on appelle l’angle de torsion ou de 
seconde courbure. On assimile cette seconde courbure à la 
courbure d’un cercle, et l’on nomme rayon de seconde cour- 
bure le rayon d’un cercle dont la courbure serait équivalente 
à la torsion de la courbe considérée. Si p, désigne ce rayon de 
courbure, on pose par analogie 

dO 1 ... ds 

ds p, ri dO 

Pour obtenir l’angle dO, il faudrait, dans l’équation du plan 
osculatcur, changer x, y, z en x -+- dx, y -hdy, z-i-dz, 
et chercher l’angle des deux plans ainsi obtenus. Cet angle, 
que nous désignerons par dr, est l’angle de torsion correspon- 
dant à l’arc ds; la torsion par unité de longueur de la courbe 

est donc, au point considéré, et son inverse ~ est le 

rayon de torsion ou rayon de seconde courbure. 

On peut encore suivre une autre méthode et employer des 
considérations analogues à celles qui nous ont servi aux 
n°* 135 et 156. Nous renverrons 
pour cette question, qui a peu d’u- 
tilité dans la pratique, à des traités 
plus étendus. 

— Application à l’hélice. 
Nous supposerons que l’on prenne 
pour axe des z l’axe de l’hélice, et que 
T l’on fasse passer Taxe des x par un 
point A pris sur la courbe. Soit AB.V 
t / la trace sur le plan desxt/ du cylindre 

F,g- **• sur lequel l’hélice est tracée ; soit 
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r son rayon. Soit h le pas de l'hélice ; nous poserons 



Soient x=OQ, i/ = PQ, 3=MP les coordonnées d’un point 
de la courbe, et soit w l’angle que le rayon OP fait avec OX. 
Les équations de l’hélice seront 

(12) x = rcosw, i/=r sinti>, *= ~ u—r langi. w. 
On en tire 

dx — — rsinwdw, y = -+- r cos w du, dz = r tangi. dw, 
ou 


dx= — ydi i>, dy=-hxdu, dz = rtangi.dio. 
Par suite 

r du 


ds = du v /'r 1 ~t-r , tang , i = 


cos t 


Les équations de la tangente sont, en supprimant le fac- 
teur dt a, 

— y x r tangi 

X — x Y — i/ ~ Z — z* 


( 15 ) 


On voit, en premier lieu, que la projection de la tangente 
sur le plan XOY a pour équation 

(X — x) x 4 - (Y — y) y = 0 
ou 

Xx-+-Y ÿ = r* ; 


c’est l’équation de la tangente PR au cercle de base, menée 
parle pied P de l'ordonnée du point de contact. On démontre 
cette propriété dans les Éléments. 
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On voit, en second lieu, que le cosinus de l’angle que la 
tangente fait avec l’axe OZ de l’hélice, c’est-à-dire , a pour 


valeur le quotient de rtangi par , c'est-à-dire sin i, quan- 
tité constante. C’est encore une propriété connue. 

Si l’on fait Z = 0 dans les équations de la tangente, on 
trouve 


X — x 


y* 

rtangi ’ 


Y — !/ = 


xz 

rtangi’ 


X et Y désignant alors les coordonnées du point R où la tan- 
gente perce le plan XOY. 

On a donc 


PR=V'(X-x)«4-(Y- ÿ )‘ =T ^, = r W ; 


e’csl-à-dire que la distance PR est égale à l’arc AP ; cette pro- 
priété se démontre aussi dans les Éléments. 

Des valeurs trouvées plus haut pour dx, dij, dz , ds, on 
tire 


dx u cos i du xcos» dz . . 

ds r ds r ds 

on en déduit 


(Px cos i dy cos’i 

ds * r ’ ds r* ’ X ’ 

d x y _ cos i dx cos’i 

f/s’ r ‘ ds r * y ' 


d’z 
ds ’ 


= 0 . 


Cette dernière relation montre que la normale principale a 
une direction perpendiculaire à l’axe des z ; car elle revient 
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à cosv = 0. Les deux premières donnent 



ce qui montre que la projection de la normale principale sur 
le plan des xy coïncide avec le rayon OP. La normale prin- 
cipale MN rencontre donc l’axe de l’hélice et lui est perpendi- 
culaire. 

Le plan osculateur se trouve dès lors déterminé par la tan- 
gente MR et par la normale principale MN ; il fait donc un 
angle constant avec cet axe. 

Enfin, le rayon de courbure est donné par la formule 



c’est une quantité constante. Il est facile d’en déduire que le 
lieu des centres de courbure est une hélice de même pas que 
la proposée , mais tracée sur un cylindre de même axe ayant 
pour rayon p — r ou rtang'i. 

Dans l'hélice, l’angle de torsion et le rayon de seconde cour- 
bure peuvent s'obtenir directement comme il suit. Soient M 
et M' deux points infiniment voisins sur la courbe. Concevons 
que par l’origine des coordonnées on mène deux droites res- 
pectivement perpendiculaires aux plans osculateurs en M et en 
M'; ces perpendiculaires feront avec l’axe de l’hélice des an- 
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gles égaux ai; et détermineront avec cet axe un angle trièdre 
dans lequel l’angle dièdre qui a pour arête OZ sera exprimé 
par du. L’angle des deux perpendiculaires sera d’ailleurs dt. 
Si, dans la formule fondamentale de la trigonométrie sphé- 
rique 

cos a = cos b cos c -4- sin b sin c cos A, 

on fait 


a=dz, b=c=i et A = du, 

on trouve 

cosdv = cos* i -t- sin* i . cos du, 


ou, attendu que dz et du sont infiniment petits , 

1 2 = cos * -4* «in* 1 11 1 , 

relation qui se réduit à 


d’où 

Or 

il vient donc 


di* . .. du* 
_ = s ,nH._; 


dv = sin i . du. 

, ds . cos i 
du — ; 


dz — 


sin i cosid.s' 


d’où 


dz sin i cos i ^ ds r 

ds ~~ r dz sin i cos i’ 


en appelant p, le rayon de seconde courbure. 
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s 7.- SURFACES COURBES. - NOTIONS SUR LA COURBURE. 


iss. — Plan tangent. On sait qu’une surface, quand on la 
rapporte à des coordonnées rectangulaires, est représentée par 
une équation entre ces coordonnées. 

Soit 

(1) f(*,y ,*)= o 

l'équation de la surface considérée. Si par le point M, dont les 
coordonnées sontx, y, z, on fait passer une courbe tracéesur 
la surface, courbe qui sera en général à double courbure, les 
équations de la tangente en M à celte courbe seront (152) 


( 2 ) 


dx dy ds 

X-x-T^j-Z-z 


Mais, la courbe étant tracée sur la surface, les dx , dy, dz, 
doivent satisfaire à la relation qu’on obtient en différentiant 
l’équation (1), savoir (55) 

(3 > + 

Si, dans cette dernière relation, on remplace dx, dy, dz par 
les quantités X — x, Y — y, Z — z qui leur sont proportion- 
nelles en vertu des équations (2), on trouve 


Cette relation entre les coordonnées courantes X, Y’,Z de la 
tangente demeure la même pour toutes les tangentes que l’on 
peut mener à des courbes tracées sur la surface et passant par 
le point M. Elle représente donc le lieu de ces tangentes. Or, 
l’équation (4) étant du premier degré en X, Y, Z, représente 
un plan ; il en résulte ce théorème : toutes les tangentes 
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menées par un même point d'une surface aux différentes cour- 
bes que l'on peut faire passer par ce point sur la surface , sont 
dans un même plan. En raison de celle propriété, on donne à 
ce plan le nom de plan tangent. Son équation est facile à for- 
mer quand on a l'équation de la surface. 

Supposons, par exemple, qu’il s’agisse de l'ellipsoïde dont 
l’équation est 



On trouvera 

df _ 2x df _ 2i/ df __ 2s 

dx~ ’ dy b * ’ dz ~ c* 

et l’équation du plan tangent sera , en supprimant le fac- 
teur 2, 

(X — x)x , (Y — y)y , (Z — z)z n 
ô 5 ' ¥ c* ~ ü ’ 

équation que l’on peut écrire 

Xx Yu Zî . 

— -h -ri + -j = 1. 
a* <r e* 

Dans le cas de la sphère, on a 

a — b = c = H; 

l’équation du plan tangent devient donc 

Xx \ y -+■ Z 2 — - R*, 

et il est facile de vérifier qu'il est perpendiculaire au rayon 
dont les équations sont 

X = - Z et Y = % Z. 
z z 
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Les angles que le plan tangent fait avec les plans coordon- 
nés des zy, des zx et deszy ont respectivement pour cosinus 

df 


ils 


\Æ9 

V 

m + 

\dyj 

df 

dij 



m + 

W 

df 

dz 

fdfV 


' + 

($ Y + 

\dyj 

09‘ 


(Vov. les traités do Géométrie analytique.) 

140. — Normale. On nomme ainsi la perpendiculaire au 
plan tangent menée par le point de contact. Ses équations 
sont faciles à établir. Comme la normale passe par le point 
dont les coordonnées sont x, y, z, ces équations sont de la 
forme 

X — x = a(Z — z), Y — y=b(Z — *). 

D’ailleurs, le plan tangent est représenté par l'équation (4) 
du numéro précédent. Or on sait que si une droite a pour 
équations 

x = az-hm, y =bz -h n, 
et si un plan est représenté par 

Ax -+- By + Cz -f- D — 0, 

, . . A . R n 

les conditions de perpendicularité sont a = ^ et b= Uans 
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le cas actuel, on aura donc 



Par conséquent, les équations de la normale sont 

'IL d l 

X-*=|(Z-a) et Y — y= ~ (Z — *), 
dz dz 


ce qu’on peut écrire sous la forme plus symétrique 


,5) ë 

Y-y Z -a 

(1) " (I)' 

Les cosinus des angles que cette droite fait avec 
des x, des y et des z ont respectivement pour valeur 


d L 

dx 

\/(s) + 

df 

dy 


(!)’-©■ 


df 

dz 

\J C/x.) + 

©'-O' 


axes 
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Remarque. Lorsque l'équation de la surface est donnée sous 
la forme 

* = ?(*, y) ou ?(x,y) — 3 = 0, 

la dérivée du premier membre par rapport à s se réduit 
à — i; et si l’on représente par p et q les dérivées partielles 
par rapport à x et par rapporta y (57), les cosinus des angles 
que la normale fait avec les axes deviennent 

P • I —1 

VP* -+-(]' -h \ ' ' vp’ + q* — 1 

En même temps, les équations delà normale deviennent elles- 
mêmes 

(X— x) -4- p (Z — 3)=0, 
et 

(Y— y) + ç(Z — *) = 0, 

forme sous laquelle il est utile de les retenir. 

« 41 . — Tout plan mené suivant la normale à une surface 
porte lui-même le nom de plan normal. L’équation générale 
d’un plan normal est de la forme (6) 

[(X-.)î-(Z-,)|]+x[(Y- !() ÿ-(Z- I ))|]=0, 

A désignant une indéterminée. C’est bien, en effet, l’équation 
d’un plan; et l’on reconnaît aisément que ce plan contient la 
normale, car si l’on y remplace X — x, et Y — y par leurs va- 
leurs en Z — s tirées des équations (5) de la normale, l’équa- 
tion (6) est satisfaite, quel que soit Z. 

g 8 — SURFACES ENVELOPPES. 

14 *. — Soit f(x, y, z, a) = 0, l’équation d’une famille de 
surfaces qui ne diffèrent que par la valeur du paramètre a. Si 
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l’on change a en a -+- da , les deux courbes f (x, y, s, a) = 0 , 
et f(x,y, z, a-\r da) = 0, seront dites infiniment voisines 
l’une de l’aulre. Leur intersection sera une courbe à laquelle 
on donne le nom de caractéristique. Le lieu des caractéris- 
tiques ainsi déterminées par l’intersection de deux surfaces 
infiniment voisines, faisant partie d’une mê:i:e famille, est ce 
que l'on appelle Yenveloppe de ces surfaces. 

La recherche de l’équation de l’enveloppe d’une famille de 
surfaces est tout à fait analogue à celle de l’enveloppe d'une 
famille de courbes (1 0G) . 

Soient 

(1) f(x,y,z y a) — 0, 
et 

(2) f{x, y, z, n + Afl) = 0 

les équations de deux surfaces de la môme famille; leur in- 
tersection sera représentée par l’ensemble des équations (I) 
et (2). Mais on peut remplacer l'équation (2) par la suivante, 
qui en est une conséquence. 

(3) /’(*■ V' z,a + \a)—f{x, y, z, a) _ Q 

Si l’on fait tendre &a vers zéro, l’équation (3) tendra vers 

( 4 ) f* (*,y, 2 , a) = 0, 

et l’intersection des deux surfaces deviendra la caractéristique 
qui répond à la valeur particulière a. Pour avoir le lieu des 
caractéristiques, ou 1 enveloppe cherchée, il suffira donc d’éli- 
miner a entre les équations (1) et (4). 

Ainsi, pour obtenir l'enveloppe d une famille de surfaces 
représentées par une équation telle que f(x,y, z, a) = 0, il 
suffit d éliminer le paramètre a entre cette équation et sa déri- 
vée prise par rapport à ce paramètre. 

Exemple I. Un plan se meut en passant constamment par 
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un point donné et en demeurant à une distance constante d'un 
second point donné; on demande l'enveloppe des positions de 
ce plan. Prenons le premier point pour origine, et faisons 
passer l’axe des z par le second point ; l'équation du plan mo- 
bile pourra être mise sous la forme 

(1) X cos a -H Ysin a 4- AZ = 0. 

On voit, en effet, que ce plan passe par l’origine. De plus, 
sa distance à un point situé sur l’axe des z à une distance h de 
l’origine est exprimée par 

A/i 

vTTI 1 ’ 

quantité constante qui peut être regardée comme donnée, ce 
qui détermine k. Le paramètre arbitraire est ici l’angle a. Si 
l’on différentic l’équation (1) par rapport à ce paramètre, on 
obtient 

(2) — Xsina 4- Ycosa=0. 

L’équation (1) peut d’ailleurs s’écrire 

X cos a 4- Y sm a = — kZ. 

Élevant au carré et ajoutant, on obtient 

(3) X* 4- Y* = k'Z', 

c’est l’équation d'un cône à base circulaire, comme on pou- 
vait s'y attendre. 

II. Touver l'enveloppe des sphères de même rayon dont les 
centres sont sur une circonférence donnée. L’équation de la 
sphère mobile est 

(I) (* — a)* 4*- (y — P)* + a*= i 4 , 

en prenant pour axe des z la perpendiculaire élevée par le 
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centre du cercle donné sur le plan de ce cercle. En même 
temps on a 

»*-*-&*= R‘. 

Éliminant d’abord ^ entre ces deux équations, ou obtient 
(2) x* -f- -t- s* — 2xr — 2 V 'R‘ — **. y R* — = 0. 

Différentiaut par rapport à a, on trouve, après avoir divisé 


par 2, 


(3) 

_ . *»/ 

— X -+- 

\ R* — a} 

d’où 

Bx 

a = = , 

\X -F- f 

et 

vif 5- JiL 


v/x'+t/ 


Substituant dans (2) et réduisant, on obtient 
(4) + 2Rvx , -+-j/ , -t-3 , + R‘ — r* = 0, 

c’est l’équation d'un tore, comme on pouvait le prévoir. 

14 S. — En chaque point d'une caractéristique, le plan 
tangent est le même pour l’enveloppe et pour l’enveloppée. 
Soient, en effet, S„ S,, S s trois surfaces consécutives de la 
même famille ; AB l’intersection de S, et S,, A'B' l'intersec- 
tion de S, et de S,. Les deux courbes AB et A'B' seront deux 
caractéristiques infiniment voisines ; par conséquent, deux 
courbes infiniment voisines sur l’enveloppe. Soit M un point 
quelconque de la caraclérislique AB ; joignons-lc à un point M' 
infiniment voisin sur la caractéristique A'B', et menons MT 
tangent à AB en M. La droite MT, tangente à une courbe tracée 
sur la surface S, et sur l’enveloppe, est tangente à ces deux 
surfaces. La droite MM', corde d'un arc infiniment petit, se 
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confond avec sa tangente en M, c’est-à-dire avec une tangente 
en M à la surface S, ou à l’enveloppe. Donc le plan des droites 
MT et MM' est tangent en M à la sur- 
face S, et à l’enveloppe ; donc ces 
deux surfaces ont le même plan tan- 
gentau point commun M. Or, ce point 
M est un point quelconque de la ca- 
ractéristique AB. Donc enfin l’enveloppe et l’enveloppée S, 
ont les mêmes plans tangents aux différents points de la 
courbe commune AB; donc ces deux surfaces sont tangentes 
le long de cette courbe. On en dirait autant d’une enveloppée 
quelconque. 

Mais on peut aussi démontrer cette propriété par l’analyse. 

Soit 


Fi*. 31. 


( 1 ) 


f (x, ij, 2 , a) = 0 


l’équation de la famille de surfaces considérée, et 


? (x, y, s) =0 


l’équation de l’enveloppe résultant de l’élimination du para- 
mètre « entre l’équation (1) f=0 et sa dérivée par rapport à a 


( 3 ) 



L’équation du plan tangent en un point M d’une caractéris- 
tique, point situé sur la surface (1), est (139) 

(4) (S ;_x)£ + (Y-»i« + (Z- S )f=0, 

et l’équation du plan tangent au même point M, considéré 
comme situé sur l’enveloppe, est de même 
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» 

Mais l’équation ? ( x , y, s)— 0 n’est autre chose que l'é- 
quation (1) dans laquelle a est remplacé par sa valeur en 

x, y, z tirée de = 0 ; on aura donc les dérivées partielles 

Sx’ Sy* Sz’ ea différentiant l’équation (1), pourvu qu’on y 

regarde a comme une fonction de x, y, z. On trouve ainsi 

(29, 25) 

d?_df dfda 
dx dx da ' dx 1 

df df df da 

dy dy da ' dy' 

do_ÿ d[ da 
dz dz da ' dz' 


1 f 

Mais, en vertu de l’équation — 0, qui est une des équa* 
lions de la caractéristique, ccs relations se réduisent à 

do _df df _ df df _ df 

dx ~~ dx' dy ~ dy’ dz ~ dz' 


Par conséquent, les équations (5) et (6) sont identiques. 
Ainsi donc, en tous les points d’une même caractéristique 
l’enveloppe et les surfaces enveloppées ont les mêmes plans 
tangents. Donc enfin chaque enveloppée est tangente à l’enve- 
loppe , et la caractéristique est la ligne de contact. 

Il serait facile de vérifier cette propriété sur les exemples 
traités plus haut. 


§ 9. - COURBURE DES SURFACES 

* 44 . — Courbure des surfaces. Le mot courbure, appliqué 
aux surfaces, n’a pas en Géométrie un sens plus précis que 
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dans le langage ordinaire ; et il n’existe aucune quantité ma- 
thématique qui en soit la mesure. On juge de la courbure 
d’une surface en un de ses points par celle des différentes 
lignes que l’on peut faire passer sur la surface par ce point. 

On peut remarquer d'abord qu’il suflit de considérer les 
lignes planes tracées sur la surface. Car si AB est une courbe 
à double courbure menée sur la surface parle point M, son 
plan osculateur, passant par les trois „ 

points consécutifs M, M', M", déler- M . / 

mine dans la surface une section b 

plane ab qui a deux éléments consécu- 
tifs MM' et M'M" ou trois points consé- ' a 
culifs M, M', M'' communs avec AB, Fig. ai. 

et qui, par conséquent, a le meme cercle osculateur et le 
même rayon de courbure. 

Nous allons chercher les relations qui existent entre les 
rayons de courbure des différentes lignes planes que I on peut 
mener sur la surface par un même point M. 


*45. — Théorème de Meunier. Soit MT une tangente quel- 
conque menée à la surface par le 
point M ; et soit MN la normale 
à la surface au point M. Le plan 
TMN sera un plan normal (141). 

Il coupera la surface suivant une 
courbe AB, que l’on appelle une 
section normale, et dont le centre 
de courbure sera en un certain 
point C sur MN. Nous désignerons par p 0 le rayon de courbure 
MC de la section normale AB. 

Parla même tangente MT, faisons passer un second plan; 
il coupera la surface suivant une courbe ab, que Ton peut 
appeler une section oblique ; son centre de courbure sera situé 
en un pointe sur la normale Mu à cette courbe. Nous désigne- 
rons par p le rayon de courbure Mc de la section oblique ab. 

lt 



Fig. 35. 
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Soit V l'angle des deux normales MN et Mu. 

La première de ces normales, qui est la normale à la sur- 
face, fait avec les axes coordonnés des angles dont les cosinus 
ont respectivement pour valeur (140) 

V <1 — 1 

\ ! p'-hq'--h\ \l p* -+-</’+ 1 1 

La seconde, qui est la normale principale de la courbe ab , 
fait avec les mêmes axes des angles qui ont pour valeur (156) 

d'x d'y d'z 
p ds*' p ds i ' 9 d?' 


Or, on sait que si deux droites font avec les axes, l’une 
des angles a, b, c, l’autre des angles tf,b\c\ l'angle V de ces 
deux droites est donné par la relation 

cos V = cos a cos a' -+- cos b cos b 1 -t- cos c cos <?. 


On a donc, dans le cas actuel, 


( 1 ) 


COS V : 


d'x d*y d'z 
VP fis* + q? '(h' ~ p r/.s* 

VJi’ + f/*+ 1 


d’x d'y d'z 
P du* ^ ds' ds' ' 

\p' -4- q' -t- 1 


Mais la courbe ab étant tracée sur la surface, dont l'équation 
peut être supposée donnée sous la forme z = f (x, y ) , on 
peut appliquer l’équation (9) du n° 57 , en prenant, au lieu 
d’une variable indépendante et quelconque, l’arc s de celte 
sourbe. On peut donc écrire, en mettant s à la place de a, et 
î, à la place du coefficient différentiel s, pour éviter toute 
:onfusion, 
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il'x 

’d? 


<l*y cPz 

il ds t ~"ds i ~~ 


(*V+2t - — -+- 1 (— \ I 

\ds) l ds'ds^ \ds) ]' 


et. en substituant dans (1), 

cos V = p . ; — —=■ . 

V p 1 -t-q'-h i 

Concevons maintenant que l'on fasse varier la section 
oblique menée par la tangente MT, l'angle V variera ; il en 
sera de même de p ; mais les deux points M et M' ne cessant 
pas d’appartenir à la section oblique, les accroissements 

dx, dy, dz ne changeront pas; les coefficients ^ reste- 
ront donc les mêmes. D’ailleurs les coefficients p, q, r, s, t qui 
ne dépendent que de x, y, n’auront pas varié. 11 en résulte que 
la quantité qui multiplie p dans le second membre de l’équa- 
tion (2) conservera sa valeur ; en la désignant par K on peut 
donc écrire 

cos V = p . K. 

Cette formule, étant générale, aura lieu encore pour V = 0, 
auquel cas la section considérée se confondant avec la section 
normale, p se changera en p 0 . On peut donc écrire aussi 

1=? 0 .K. 

En divisant ces deux égalités membre à membre on en tire 


cos V = — , d’où p = p 0 cosY, 

P» 

ou 

Mc = MC . cos V, 

ce qui montre que le rayon de courbure de la section oblique 
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est la projection, sur le plan de cette section, du rayon de 
courbure de la section normale. 

Celle proposition remarquable est connue sous le nom de 
Théorème de Meunier. 

On peut lui donner une forme encore plus frappante. Si l'on 
décrit une sphère de C comme centre avec MC pour rayon, le 
plan TMh la coupera suivant un petit cercle dont le centre 
sera c. Ainsi, les cercles suivant lesquels les divers plans qu'on 
peut mener par une même tangente coupent cette sphère sont 
les cercles oscillateurs des sections correspondantes. 

i-i6. — Indicatrice. Avant de comparer les courbures des 
sections faites suivant une même normale, il est utile d’établir 
une propriété des surfaces dont nous aurons à faire usage. 

On nomme indicatrice d'une surface courbe en un point 
donné de cette surface, son intersection avec un plan mené 
parallèlement au plan tangent à une distance infiniment petite 
de ce plan. — Comme il s’agit d'étudier une propriété indé- 
pendante du choix des axes, on simplifie le calcul en prenant 
pour plan des xy le plan tangent lui-même, et pour axe des z 
la normale. Quant à la direction des deux axes des x et des y, 
nous la laisserons indéterminée pour le moment. 

Soit z = f(x, y) l’équation de la surface rapportée à ce 
système d'axes. 

On a vu (71) qu’en développant la fonction f (x, y) par la 
formule de Maclaui in on peut écrire 


( 1 ) 



=f(0,0) 

m*. 

[dx'J 


Am) 

\ LWx/ ( 

2 (AL) 

\dxdyj 



Si l'on fait; = /i, la lettre h représentant une quantité in- 
finiment petite, positive ou négative, on aura l'équation d’un 
plan parallèle au plan tangent et infiniment voisin de ce 
an ; son intersection avec la surface sera donc l'indicatrice ; 
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et comme celle-ci se projette en vraie grandeur sur le plan 
des xy qui lui est parallèle, on aura sou équation en rem- 
plaçant 3 par h dans l'équation (1). Mais cette équation peut 
être simpliliée. En premier lieu, h étant infiniment petit, il en 
sera, en général, de même des coordonnées x et y des points 
communs à la surface et au plan z — h-, on pourra donc né- 
gliger les termes affectés des puissances de x et de y supérieures 
à la seconde. En second lieu, la surface passant par l’origine, 
on a /"(O, 0) = 0. Enlin, le plan desxi/ étant le plan tangent, 


les dérivées partielles et — s’annulent pour l’origine , 

c’est-à-dire pour x =0 et y = 0. Car il faut que l’équation du 
plan tangent, qui, dans le cas de z=f(x, y) est 


df 


<lf 




se réduise à Z=0 pourx = 0, i/ = 0, :■=(), indépendam- 
ment de X et de Y, ce qui exige que les termes en X et Y dis- 
paraissent. Si donc on pose pour abréger 



il restera pour l’équation de l'indicatrice 

2 /t =r 0 x 1 -4- 2 s„ xy -+- /„ y'. 

On peut même la simplifier encore, car, la direction des 
axes des x et des y étant jusqu’ici indéterminée , on peut la 
choisir de manière à faire disparaître le terme en x y. 11 reste 
alo rs 

(2) 2fc=r 0 x* -t-/„ y'. 

14». — Si r 0 et f 0 sont de même signe, il faut, pour que 
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cetle équation représente une courbe réelle, donner le même 
signe à h ; ce qui veut dire qu’aux environs du point de con- 
tact la surface est tout entière d'un meme côté du plan lan- 
gent. L'indicatrice est alors une ellipse. Elle se réduit à l’ori- 
gine pour /t = 0. 

L’ellipsoïde, le paraboloïde elliptique et l'hyperboloïde à 
deux nappes offrent l’exemple du cas dont nous parlons. 

Si r 0 et t 0 sont de signe contraire, on peut donner à h le 
signe -t- ou lesigne — . Ainsi la surface s'étend alors des deux 
côtés du plan tangent. — Pour h positif ou pour h négatif, 
l’indicatrice est une hyperbole; mais les deux hyperboles, pro- 
jetés sur le plan des xy, sont conjuguées ; c’est à-dire qu’elles 
ont les mêmes asymptotes ; mais que si l’une est située dans 
le premier et le troisième angle des asymptotes, l’autre est 
située dans le deuxième et le quatrième. Elles se réduisent 
toutes deux à leurs asymptotes pour /t = 0. L’hyperboloïde à 
une nappe et le paraboloïde hyperbolique offrent l’exemple de 
ce cas. 

Si l’on a r o = 0, l’indicatrice se compose de deux droites 
parallèles à l'axe desx et infiniment voisines. Elle se réduit à 
l’axe des x pour h= 0. 

Si l’on a f o =0, l’indicatrice se compose de deux droites 
parallèles à l'axe des y, et elle se réduit à cet axe pour h = 0. 
Le cylindre est un exemple de ce cas. 

Il en est de même du cône, parce qu’un plan infiniment 
voisin du plan tangent coupe la surface suivant une parabole 
qui dégénère en deux droites parallèles. 

i<*8. — Théorème d'Euler. Nous pouvons maintenant re- 
prendre l’étude de la courbure des surfaces, et comparer les 
courbures des sections planes faites suivant une même nor- 
male. — Supposons, commclout à l'heure que O soit le point 
de la surface que l’on considère, que XOY soit le plan tangent 
et OZ la normale. Soit ZOU un plan quelconque mené suivant 
celte normale, et OA son intersection avec la surface. Soit M 
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un point de celte interjection très-voisin du point 0 ; soit MP 
son ordonnée. Joignons OM ; menons MH parallèle à OU, et 
MB perpendiculaire à OM. Enlin soit C le milieu de OB. 

Le cercle qui, dans le plan /OU, a le point C pour centre et CO 
pour rayon tendra vers le cercle oscu- z 
laleur de l’arc OA en O, quand le point „ 

M se rapprochera indéfiniment du point 
0. Car, dans le triangle OCM, l’angle en 
C tendant vers zéro, les angles égaux 
COM et CMO tendent vers 90° ; et par 
conséquent CM tend vers une perpen- 
diculaire à la corde OM, ou vers uno • ,» M 

normale à l’arc OM. 

En appelant p le rayon de courbure 
de la section OA au point O, on a 
donc 




Fis. M. 


p= I i ni . 0C = lim . ^ OB = lim . ^ { 011 


miA 

■ OH / 


= lim . ^ 011 


lim 


Mil 
2 OH’ 


Or 


Donc 


lim . ^ 011= ü. 


p = lim . 


Mil* 

011 


ou, en posant 011 = /i et MII = u, 



Mais si 0 représente l’angle XOU, 0 et u peuvent être regar- 
dés comme les coordonnées polaires du point M dans un plan 
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parallèle à XOY. Ce plan coupe la surface suivant l'indicatrice, 
dont l’équation est 

r 0 H- / 0 1/’ = 2 /i 
ou, en coordonnées polaires, 

m* (r 0 cos* 0-M o sin’ 0) = 2 h. 

Or, à la limite, on a 

il* 

p 2/1’ 


d’où 


1 2/i 


Donc enfin 

( 3 ) 


- — r.cos’O /.sin’O. 
P 


Supposons d’abord que l’indicatrice soit une ellipse. 
Soient H, et R, le maximum et le minimum des valeurs de p, 
correspondantes à 0 = 0 et à 0 = 90° ou vice versa, on aura 


Par conséquent 

(4) 


1 _ , 1 _ , 
R, ~ r ° Î», “ 


1 1 lft 1 . 

- = „ cos’ô -+- r- SlirO. 


R, 




Changeons 0 en 0 -+- 90° ; et soit p, la valeur correspondante 
de p ; on aura de même 

11 . 1 

(5) — = — sin’O cos’ 0. 

Pt 1( i **t 
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En ajoutant membre à membre les relations (4) et (5) , on 
obtient 


I i _ 1 

p+p.-r.^r; 


c'est-à-dire que la somme des courbures de deux sections nor- 
males perpendiculaires entre elles est une quantité constante. 
La formule (6) est connue sous le nom de théorème d'Euler. 

Dans le cas où l'on a r 0 = t 0 , c’est-à-dire où l’indicatrice 
est un cercle, il en résulte R, = R, ; et l’on a p=R t , indépen- 
damment de l’angle 6. Les points d’une surface qui jouissent 
de cette propriété que la courbure des sections normales est la 
même dans toutes les directions portent le nom d ombilics. 

Dans l’ellipsoïde, par exemple, il y a quatre ombilics : ce 
sont les points où le plan tangent est parallèle à une section 
circulaire ; car, en ces points, l’indicatrice est évidemment un 
cercle. 

«4». — Supposons r 0 et t 0 de signes contraires ; en donnant 
à h des valeurs positives et négatives et opérant comme ci- 
dessus, on trouvera 

(7) F= ± (n. cos ’ <>_ s; si, '' l> )- 


Le rayon de courbure p a, dans ce cas, deux minimums R, 
et R, répondant à 0 = 0 et à 0 = 90“ ; et il devient infini 
pour 

la n g«=±y^ = ±y/3 ; 


ce sont les directions asymptotiques. 

En résumé, on voit, par la relation p = ô^» que le rayon 

de courbure d’une section normale est proportionnel au carré 
du rayon vecteur de l'indicatrice. 
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Les seclions normales pour lesquelles le rayon de courbure 
est un maximum ou un minimum, portent le nom de sections 
principales, et les courbures correspondantes sont dites des 
courbures principales. En chaque point de la surface, les 
sections principales sont perpendiculaires entre elles. 

La recherche des rayons de courbure des surfaces peut 
donner lieu à des cas singuliers, qui sont sans intérêt dans 
les applications, et pour lesquelles nous renverrons aux trai- 
tés plus étendus. 

150 . — Lignes de courbure. On appelle ligne de courbure 
d’une surface, toute ligne tracée sur cette surface, et jouissant 
de la propriété que les normales à la surface, en chacun des 
points de celte ligne, sont les génératrices d’une surface dé- 
veloppable. 

On sait qu’une surface développable est le lieu des tan- 
gentes à une courbe à double courbure, à laquelle on donne 
le nom d'arête de rebroussement. Soient M et M' deux points 
infiniment voisins sur la ligne de courbure, et dont les coor- 
données sont x, y , z, et x -+■ dx, g -t-r/y, z -+- dz. Soient N 
et N' les points où les normales à la surface menées en M et M' 
touchent l’arête de rebroussement de la surface développable. 
Celte arête de rebroussement étant une courbe à double 
courbure, ses tangentes en N et en N' ne sont pas dans un 
même plan, mais leur plus courte distance est un infiniment 
petit du troisième ordre (155, IV) ; si donc on néglige les in- 
finiment petits de cet ordre devant ceux d’un ordre inférieur, 
on peut regarder les normales consécutives MX et M'X' 
comme situées dans un même plan , et comme concourant 
en un certain point C, dont nous désignerons les coordonnées 
par X et Y. 

Supposons l'équation de la surface donnée sous la forme 
z = f(x,y), et désignons par p cl g les dérivées partielles de 
la fonction z, par rapport à x et à y. Le point C étant sur la 
normale MX, on aura, en vertu des équations de cette nor- 
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male (140) 

(X — x) +/)( Z — î) =0 

et 

(Y — ’j) ~h q (Z — z) = 0. 

Mais le point C se trouvant aussi sur la normale M'N', il 
faut que ces deux équations subsistent quand on y remplacera 
les coordonnées x, y, z du point M par les coordonnées 
x -|- dx, y -t- dy, z 4- dz du point M', sans faire varier X, Y 
et Z, ce qui revient à dire que l’on peut égaler à zéro les dif- 
férentielles des premiers membres des deux équations ci- 
dessus, en regardant X, Y, Z comme constants, et s, bien en- 
tendu, comme fonction de x et de y, ce qui donne, en posant 
toujours 

d E — r d E — d, i — , ,, d, l-, 

dx ’ dy dx ’ dy ’ 

— dx — p ( pdx -h qdy} -+- (rdx-hsdy) (Z — z) = 0, 

d’où 

I _ (I dy 

rdx -t- sdy ’ 

et 

— dy — q ( pdx -t- qdy) -4- («dx -t- tdy) (Z — z) = 0, 

d’où 

7 (l+q')dy+pqdx 

sdx-hldy ’ 

et par conséquent 

( 1 -t-p 8 ) dx -t- pgtly _ ( I -f- g') dy -f- pqdx 
^ rdx -t- sdy sdx -t- tdy 

Telle est la relation à laquelle doivent satisfaire les accroisse- 
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menls infiniment petits dx et dy, pour que le point M' soit sur 
la ligne de courbure passant par le point M. Ayant I équation 
de la surface, on peut regarder les quantités p, q, r, s, t 
comme des fonctions données de x et de ij , la relation (1) est 
donc l'équation différentielle de la ligne de courbure passant 
au point M, ou plutôt l'équation différenlielle de sa projection 
sur le plan des xy. Et si l’on savait en déduire la relation qui 
lie y à x, cette relation, jointe à l’équation de la surface, dé- 
terminerait complètement la ligne de courbure. 

On voit que la recherche dis lignes de courbure dépend du 
calcul inverse du calcul différentiel, c'est-à-dire du calcul 
intégral. 

*51. — Mais on peut, sans remonter à la relation primi- 
tive entre x et y, qui caractérise une ligne de courbure, dé- 
montrer une propriété importante de ce genre de lignes. Divi- 
sons par dx les deux termes de chaque membre de l'équa- 
tion (1). Posons, comme d'habitude. 



puis chassons les dénominateurs et ordonnons par rapport 
aux puissances décroissantes de y', il viendra 

m j l(i +«*)*— Pî<ly'*-t-l(i-f-« , )r— y' 

I — 1(1+1'*)*— pqr\=0. 

Cette équation étant du second degré eu y', elle montre déjà 
qu’il y a en général deux directions à prendre sur la surface, 
en partant du point M, pour y tracer une ligne de courbure. 

Mais, comme il s’agit ici d'une propriété géométrique indé- 
pendante de la position des axes, nous pouvons les choisir de 
manière à simplifier le calcul. Nous prendrons, comme au 
n° 140, le point M pour origine, le plan tangent en M pour 
plan des xy, et nous dirigerons l’axe desx, et par suite l'axe 
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des j/, de manières faire disparaître le terme en xij dansl’équa- 
tion de l'indicatrice. Ce choix d’axes suppose les valeurs 

p =0, <j = 0, et s=0. 

L’équation (2) se réduit donc à 

( 5 ) = 0 . 

Si le point M que l’on considère n’est pas un ombilic, et 
que r soit di (forent de t, cette équation donne y' = 0; et 
comme elle a perdu son premier terme, elle donne aussi 

y'=x> . 

Les deux directions indiquées par ces valeurs sont donc per- 
pendiculaires entre elles. 

Or, on a vu au n° 1 46, que les plans des zx et des zy que 
nous avons choisis sont précisément les plans des sections 
principales faites au point M. C’est donc dans la direction des 
sections principales au point M qu’il faut marcher sur la sur- 
face en partant de ce point, pour tracer sur la surface une ligne 
de courbure. 

11 résulte de ce qui précède : 1° qu’en chaque point M d’une 
surface, sauf les points singuliers dont il n’est point question 
ici, passent deux lignes de courbure; et que ces deux lignes 
de courbure sont perpendiculaires entre elles; 2° que ces 
lignes de courbure ont chacune un élément commun avec 
une des sections principales, ou, plus exactement, quelles 
ont pour tangente en M la tangente en ce point à la section 
principale correspondante. 

Il en résulte encore qu’on peut tracer sur une surface deux 
systèmes de lignes de courbure qui la divisent en quadri- 
latères curvilignes avant leurs angles droits. 

On voit que les lignes de courbure tirent leur nom de ce 
qu’en chaque point elles ont la direction qui répond au 
maximum et au minimum dè courbure en ce point. 
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15*. — Dans les surfaces cylindriques, le plan langent en 
un point est tangent tout le long de la génératrice qui passe 
par ce point; les normales à la surface menées par les divers 
points de cette génératrice sont donc comprises dans un 
même plan perpendiculaire au plan tangent; or le plan est 
compris parmi les surfaces développables. Les génératrices 
d’un cylindre forment donc un premier système de lignes de 
courbure. Le second système est formé par les sections droites, 
qui sont des courbes perpendiculaires aux génératrices. 

Dans les surfaces coniques, le plan tangent en un point est 
également tangent tout le long de la génératrice qui passe par 
ce point; et l'on en conclura comme ci-dessus que les généra- 
trices du cône forment un premier système de lignes de 
courbure; le second système est formé par les courbes qui 
coupent toutes les génératrices à angle droit. On appelle ces 
courbes les trajectoires orthogonales des génératrices. Dans 
le cône de révolution, ces trajectoires ne sont autre chose que 
les parallèles de la surface. 

Plus généralement, dans les surfaces développables, le 
plan tangent en un point contient, comme dans toutes les sur- 
faces réglées, la génératrice qui passe par ce point, mais il 
peut aussi être considéré comme contenant la génératrice infi- 
niment voisine; car ces deux génératrices étant tangentes aux 
extrémités d’un meme élément de l'arête de rebroussement, 
leur plus courte distance est un infiniment petit du troisième 
ordre (1Ô5, IV). Il en résulte que le plan tangent en un point 
est tangent tout le long de la génératrice qui passe par ce point. 
Donc encore les génératrices forment un premier système de 
lignes de courbure, et le second système est formé de leurs 
trajectoires orthogonales. 

Dans les surfaces gauches, deux génératrices infiniment 
voisines ne peuvent plus être considérées comme situées dans 
un même plan , et le plan tangent en un point de la surface , 
bien que contenant la génératrieequi passe par ce point, n’est 
tangent qu’en ce point à la surface. Les normales à la surface 


Digitized by Google 


175 


APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES, 
menées par les différents points d’une même génératrice sont 
sur une surface gauche à plan directeur, perpendiculaire à la gé- 
nératrice, et ne sont par conséquent plus sur une surface déve- 
loppable. Il en résulte que, dans les surfaces gauches, les géné- 
ratrices ne sont plus des lignes de courbure. Si l’on coupe la 
surface par un plan parallèle au plan langent et infiniment 
voisin de ce plan, il ne peut rencontrer la génératrice contenue 
dans le plan tangent ; il coupe donc la surface suivant une 
courbe à branches infinies; et, d'après ce que nous avons vu 
au n° 147, cette courbe est une hyperbole ; la direction des 
lignes de courbure qui passent au point considéré est déter- 
minée par les axes de celte hyperbole. Dans les surfaces gau- 
ches du seconddcgré, par exemple, qui ont deux systèmes de 
génératrices rectilignes, le plan tangent en un point de la 
surface contient les deux génératrices de différents systèmes 
qui passent en ce point ; l’indicatrice est une hyperbole dont 
les asymptotes sont parallèles à ces deux génératrices; pour 
obtenir la direction des lignes de courbure qui passent au point 
considéré, il faut donc marcher sur la surface dans la direc- 
tion des bissectrices des angles formés par ces génératrices. 

Dans les surfaces de révolution, les normales aux différents 
points d’un même méridien sontconlenues dans le plan dece 
méridien, c’est-à-dire qu elles appartiennentà une surface dé- 
veloppable. Les méridiens forment donc un premier système 
delignesde courbure. Les normales aux différents points d’un 
même parallèle viennent concourir en un même point de 
l'axe de révolution ; elles sont donc situées sur un cène, c’est- 
à-dire sur une surface développable ; ainsi les parallèles de la 
surface forment le second système de lignes de courbure. 

Si l'on applique à l'ellipsoïde à trois axes inégaux l'équa- 
tion (2) du n° 151 , on obtient, pour l'équation différentielle 
de la projection des lignes de courbure sur le plan des xi/, 
une équation de la forme 

-4 x y. 1 /”-+- ix' — my' — ti) y' — xij = 0 , 
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et, en remontant à l'cquation primitive entre x et y (voy. les 
traités de Calcul intégral), on reconnaît que les projections 
des lignes dccourburesur le plan des xi/,qui contient legrand 
axe et l’axe moyen, sont, pour l'un des systèmes, des ellipses, 
et pour l’autre système des hyperboles. Ces ellipses et ces 
hyperboles tournent leur concavité vers les points où se pro- 
jettent les ombilics. 


I 10. — CARACTÈRES ANALYTIQUES DES PRINCIPALES FAMILLES 
DE SURFACES. 

iss. — Surfaces cylindriques. Une surface cylindrique peut 
être considérée comme engendrée par une droite qui reste 
parallèle à elle-même, en rencontrant toujours une courbe fixe 
qu’on appelle sa directrice; et l’on ne restreint pas la géné- 
ralité de cette définition en supposant que la courbe fixe soit 
plane ; car on peut toujours prendre pour directrice l'inter- 
section du cylindre par un plan, pourvu que ce plan ne soit 
pas parallèle aux génératrices. 

Supposons donc la directrice plane ; prenons son plan pour 
plan des xy, et soit 

(1) ?(x, y) — 0, 
son équation dans ce plan. Soient 

(2) i = iiî-t-j et y = l>3 -t- [i, 

les équations d’une génératrice quelconque. Les coordonnées 
de ses traces sur le plan des xy, savoir 

x=a et y = 3, 

devront satisfaire à l’équation (1) ; on aura donc 
(5) ç(a,3) = 0, 
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ou , eu mettant pour x et ,3 leurs valeurs tirées des équa- 
tions (2), 

(4) ? (* — 03, U — bx) = 0. 


C’est l'équation générale des surfaces cylindriques. 

On peut en déduire une relation indépendante de la fonc- 
tion arbitraire ç. Pour cela , différentions successivement 
l’équation (3) par rapport àxet par rapport à ij ; nous obtien- 
drons, en posant comme d'ordinaire 


S.(i-flp) 


(h 

dx 


P 



?» 



0 


et 


d? I *+■ S ( 1 — b( l) = °- 


Si l’on égale les valeurs du rapport 



tirées de ces rela- 


tions, on trouve 


( 5 ) 


bl> 

I — ap 


1 — lui , 

ou fl» 4- »fl = 1 

aq 


c’est le caractère analytique des surfaces cylindriques , ou 
l’équation aux différences partielles de toutes les surfaces de 
ce genre. On voit qu'elle est du premier ordre. 

A’otfl. On appelle équation différentielle toute relation entre 
les différentielles de plusieurs variables ; une relation entre 
les dérivées partielles d'une fonction de plusieurs variables 
s’appelle une équation aux différences partielles, le mot dif- 
férences étant pris ici dans le sens de différentielles. 

154 . — Surfaces coniques. On regarde une surface conique 
connue engendrée par une droite assujettie à passer par un 
point fixe, qui est le sommet du cône, et à rencontrer une di- 
ts 
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reetricc fixe, que l’on peut supposer plane sans restreindre la 
généralité de la question ; car on peut toujours prendre pour 
directrice l’intersection delà surface par un plan quelconque, 
pourvu que ce plan ne passe pas par le sommet. 

Prenons donc le plan de la directrice pour plan des x \ /, 
soit 

(1) ? (x,y)=0 

son équation dans ce plan ; et soient x „ , y 0 , z„, les coordon- 
nées du sommet. 

Les équations d’une génératrice seront de la forme 

(2) x — x 0 =a(z — z 0 ) et y — y 0 =b(z- %,). 

Les coordonnées de sa trace sur le plan des x, y sont 

x = x 0 -az„ et y — y 0 — bz„. 

Ces coordonnées doivent satisfaire à l'équation (1) ; ainsi l’on 
doit avoir 

o(x 0 — az„,y 0 — bz„) = 0, 

ou, en vertu des équations (2), 

(5) o(x — az, y — fo)=0. 

On en tire, comme ci-dessus, par la différentiation par rap- 
port à x et par rapport à j/, la condition 

(f) ap + bq=i, 

et, en mettant pour les paramètres variables a et b leurs va- 
leurs tirées des équations (2), 

(5) *— *,=p(*— *,) +-<7(y — y,); 

c’est le caractère analytique des surfaces coniques, ou l’équa- 
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lion aux différences partielles de toutes les surfaces de ce 
genre. Elle est encore du premier ordre. 

1 55 . — Surfaces de révolution. Soient 

(1) X — a/ a et \=6Z-f-£ 

les équations de l’axe de révolution. La surface peut être con- 
sidérée comme engendrée par un cercle variable perpendicu- 
laire à cet axe et ayant son centre sur cet axe. On peut regar- 
der ce cercle comme l’intersection d’une sphère de 'rayon 
variable, ayant son centre en un point déterminé de l’axe de 
révolution, par exemple, sa trace sur le plan des xy, dont les 
coordonnées sont X = a, Y={5, Z=0, et d’un plan variable 
perpendiculaire à l'axe. Ce cercle peut donc être représenté 
par l'ensemble des deux équations : 

(x - a)' + (y 

(tx -+- by -+- c— k , 

les variables p’ et k étant liées par une relation arbitraire 

(5) p* = ?(*), 

qui déterminera la loi suivant laquelle varie le cercle généra- 
teur. Ainsi la surface de révolution peut être représentée par 
l’équation 

(4) (x — *)*-+- (y — (ux + hy -+-c). 

En différentiant l’équation (3) d’abord par rapport à x et 
ensuite par rapport à y , on pourrait éliminer, comme on l’a 
fait aux deux numéros précédents, la fonction arbitraire ? , et 
obtenir l’équation différentielle générale des surfaces de révo- 
lution. Mais on l'obtient plus simplement eu remarquant que, 
dans ce genre de surfaces, la normale rencontre l’axe. Si donc 
X, Y, Z sont les coordonnées du point de rencontre, ces coor- 
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données doivent satisfaire d’une part aux équations (I), et de 
l’autre aux équations de la normale (140), savoir 

(5) (X — x)-4-p(Z — s)=0 et (Y — ÿ) -W/(Z— »)=0; 

Si l'on élimine X, Y, Z entre les équations (I) et (5), on 
obtient 

(6) (fl -4- p) (qz -4- 1 1 — fr) — (b + q) (pz -hx — a) = 0, 

c’est l’équation aux différences partielles des surfaces de révo- 
lution. 

Cette équation peut s’écrire : 


( y — In— fi) p — {x — «ï -i)q-ha ( y — fi ) — b(x — a) =0. 

ise. — Surfaces développables. Une surface développable 
peut être considérée comme l’enveloppe d’un plan mobile, 
c’est-à-dirc d'une famille de plans dont les équations ne dif- 
fèrent que par un paramètre variable. L’équation d’une pa- 
reille famille de plans peut être présentée sous la forme 

(1) z=h -+-Xz (h) H- yÿ (II) , 

et l’équation de l’enveloppe résulterait de l’élimination de h 
entre celte relation et sa dérivée par rapport à h , c’est-à- 
dire 

(2) 0 = 1 -hXf' (h) -4-ÿtl»' (h). 

Mais on peut, sans particulariser les fonctions ç et et 
par conséquent sans opérer l’élimination de h, obtenir l’équa- 
tion différentielle des surfaces développables. 

En effet, la différentielle totale des donnée par l’équation 
de la surface doit être de la forme 

(ô) dz=p dx q dy , 

p et q désignant les dérivées partielles de s par rapport à x et 
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à y. Or, si l’on différentie l'équation (1) en faisant tout varier, 
on obtient 

dz=dh 4- .ri' (li)dli -h y y (h) dh -+- * (h) dx -+- ^ (h) dy. 

Mais les lermcs multipliés par dh disparaissent en vertu de 
l'équation (2) ; il reste donc 

</*=? (h) dx+’l (h) dy, 

ce qui exige 

r='A h ) ct </= ♦(*)• 

Concevons qu’on ait tiré de ces deux dernières les valeurs 

/i=< !>(/>), et h = T (q ) . 

Il en résulte d'abord 

(5) «I » (/»)=«!■■ (</), 

et l'équation (I) de la surface peut s’écrire 

(4) ou z = U'(i/) -hpx + qy-, 

c’est une première forme de l’cquation différentielle de la sur- 
face. Mais elle contient une fonction arbitraire; pour la faire 
disparaître on opérera comme il suit. Reprenons l’équa- 
tion (3). On en tire, en différentiant, 

H>'(p)dp = W'(q) dq, 

et, attendu que l’on a 

dp — sdx -+• tdy et dq= rdx ■+■ sdy, 

en désignant par r, s, t les dérivées partielles du second 
ordre (57, Rem. I), il vient 

<]>' ip) (sdx tdy) = W(q) ( rdx -h sdy). 
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Comme x et y sont deux variables indépendantes, cette re- 
lation doit avoir lieu indépendamment des valeurs particu- 
lières attribuées à dxe t à dy ; il faut donc que l’on ait sépa- 
rément 

,s=W'(q) .r et V(p).t='V (q).t, 
et, en divisant ces relations membre à membre, on obtient 


(5) - = -, d'où s* — rt=0, 

' ' t s 


c’est l’équation aux différences partielles des surfaces déve- 
loppables. On voit qu’elle est du second ordre et du second 
degré. 

Rkmabque. On vérifie aisément que les surfaces cylindriques 
et les surfaces coniques satisfont à la relation (5). 

Pour les surfaces cylindriques, par exemple, on a trouvé 
le caractère 

ap bq — 1 . 

On en tire 

adp -+- bd</ — 0, 
ou 

a (sdx 4- (dy ) 4 - b (rdx -+- sdy) — 0. 


Cette relation devant être satisfaite indépendamment du 
rapport entre les valeurs de dx et de dy, on doit avoir sépa- 
rément 


as -4- br — 0 et ni 4- bs=0, 
et, en éliminant entre ces deux relations le rapport on re- 
tombe sur la condition (5). 

Pour les surfaces coniques, on a trouvé le caractère 


i—^=P(x — X„)-i-q(y — y a ). 
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On en tire 

dz =pdx + qdy + dp (x — x 0 ) 4- dq (y — y 0 ) . 
Mais on a 

dz = pdx -f- qdy; 


il reste donc 


dp (x — x 9 ) -h dq {y — y 0 ) =0, 


ou 

(sdx+t dy) {x—x 0 ) + (rdx-hs dy) (y — y ,) , 


équation qui sc sépare en deux comme ci-dessus, et donne 


* (x — x„) + r (y — y o ) = 0, 


avec 

t (x — x 0 ) +*(«/ — y.)=0, 


et en éliminant entre ces 


deux dernières le rapport 



on retombe sur la condition (5). 


i 5 ï. — Surfaces gauches. On distingue ordinairement 
parmi ces surfaces celles qui ont une directrice rectiligne et 
celles qui ont un plan directeur. 

I, — Supposons d'abord que la surface ait une directrice 
rectiligne. On la prend ordinairement pour axe des 3, et 
si z = h est l’ordonnée du point où une génératrice de la sur- 
face rencontre la directrice, les équations de cette généra- 
trice peuvent être. mises sous la forme 


( I) z=Jn-x? (h), et s = h-hy'j{h). 

On en tire 
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oïl 

y ? (h) 

x ~ « (/«) ’ 


ce qui montre que h estune fonction du rapport 


-• On peut 

JC 


donc poser 


*=*(’)• 

*<‘>="' 00 - 


et, par suite, l’équation de la surface peut s’écrire 


(2| î= *(|)+xw(9). 

On éliminera la fonction <1> par une première différentiation 
par rapport à a: ou par rapport h y; car on obtient ainsi 



et, si l’on multiplie la première de ces relations par ,r, la se- 
conde par y , et qu'on ajoute, on trouve 

(ô) t )x-hqy=xW 


On élimine la fonction >1 par une seconde différentiation, car 
on obtient 


rx -+- p -h sy = U' 



?/ 

i’ 
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et 

sx -+- ty 4- q == M ' ^ | . 

Multipliant la première de ces relations parx, et la seconde 
par i/, puis «ajoutant membre à membre, on trouve 

rx' 4- 2 sxij 4- ty* 4- px 4 -qy=x 'F ^ | j , 

relation qui, en vertu de l'équation (5), se réduit à 

( i) rx* 4- 2 sxij 4- lij ' = 0. 

11. Supposons, en second lieu, que la surface ait un plan 
directeur. On le prend ordinairement pour plan des xij, et 
si h est l’ordonnée d’un point de la surface, les équations de 
la génératrice qui passe par ce point peuvent être écrites sous 
la forme 

s =h, !/=x ? (/t)4-'|/(/i). 

On en déduit immédiatement pour l'équation delà surface 

(5) tj =x 9 (z) 4-'i (3). 

On élimine la fonction arbitraire <]/ par une première diffé- 
rentiation, qui donne 

0 = 9 (3) 4- x } ' (z) p 4- •}' (z) p, 

1 = X'J ( 3 ) q 4- y (z) q. 

«Multipliant la première par q , la seconde par p, et retranchant, 
on obtient 

(6) p = —q 9 (3), ou p-hq 9 (z) = 0. 

Une seconde différentiation fait disparaître la fonction arbi- 
traire 9, car on trouve, en dilférentiant, par rapport à x ou 
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par rapport à j/, 

r + s î (*) + ?' ( 2 ) pq = 0, 
s -+- Iç (s) -+- ç* ( 3 ) q* = 0. 

Si l'on multiplie la première de ces relations par q, la seconde 
par p, que l’on retranche membre à membre, et que l’on 
mette pour 0 ( 2 ) sa valeur tirée de l’équation (6), on obtient 

q*r — 2 pqs -+- p*t =0. 

111. — Les conoides sont des surfaces gauches qui ont à la 
fois une directrice rectiligne et un plan directeur; elles doi- 
vent donc satisfaire à la fois aux deux conditions (4) et (7). 

Mais si le conoïde est droit, c'est-à-dire si la directrice rec- 
tiligne est perpendiculaire au plan directeur, la surface peut 
être caractérisée par une équation différentielle plus simple. 
Prenons la directrice rectiligne pour axe des 3 , et le plan di- 
recteur pour plan dcsxi/; les équations d’une génératrice 
pourront être mises sous la forme 

z = h, tj=x?(h ), 

ce qui donne pour l’équation de la surface, 

( 8 ) y=xo(z), 

équation que l’on peut aussi écrire 

toi *-•(£)• 

On élimine la fonction arbitraire s en différentiant l’équa- 
tion (8) par rapport à x et par rapport à y, ce qui donne 

0 = <P (*)-+- X?' (î)p, 

1 = Js' (s) q. 

Multipliant la première de ces relations par q, la seconde 
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par p, et retranchant membre à membre, on obtient, 

P =—??(*)> ou ]> + ??(*) = o, 

ou, en mettant pour 9 (s) sa valeur tirée de (8), 

p- 1— — = 0, ou enfin px-4-r/ÿ = 0, 

X 

équation aux différences partielles qui n’est que du premier 
ordre. 

iss. — Surfaces réglées. On peut demander le caractère 
analytique général des surfaces réglées. — Dans ce cas les 
équations d'une génératrice renferment trois fonctions arbi- 
traires. Car si on les met sous la forme 

X == az -+- a, = 

on peut d’abord regarder jî comme une fonction de a; la rela- 
tion $ = f la) représentant la trace de la surface sur le plan 
des xy. En regardant ensuite les inclinaisons a et b comme 
des fonctions de 2 et de (3, ou, ce qui revient au même, de a 
seul, on peut écrire 

x = a-f-ç(*).s, y = f{i)+<S ll (7.).z; 

les fonctions 9, et f étant trois fonctions arbitraires, expri- 
ment la loi suivant laquelle la génératrice se déplace. 

On ne peut faire disparaitre ces trois fonctions arbitraires 
qu’en difîérentiant trois fois de suite par rapport à x et par 
rapport à y. La relation qui caractérise les surfaces réglées 
est donc une équation aux différences partielles du troisième 
ordre ; on trouve de plus qu’elle est du troisième degré. Nous 
renverrons aux traités plus étendus pour la recherche de 
celte équation différentielle qui n’a point d’ulilité dans les 
applications. 


FIN DU CALCUL DIFFERENTIEL. 
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I. — NOTIONS PIIÉLIMIXA1RES 

*59. — Le calcul intégral est l’inverse du calcul différen- 
tiel. Dans ce dernier, les questions se ramènent toujours en 
définitive à trouver la dérivée d’une fonction ; dans le calcul 
intégral, au contraire, les questions sont toujours ramenées à 
trouver une fonction connaissant sa dérivée. Les notions fon- 
damentales du calcul intégral peuvent être présentées de di- 
verses manières ; la plus simple est celle qui s’appuie sur les 
considérations géométriques suivantes. 

i«o. — Soit y=f(x) l'équation, en coordonnées rec- 
tangulaires, d’une courbe plane AB ; > b 

et proposons nous d’évaluer l'aire HM , ; ; j 

AA'B'B comprise entre cette courbe, : M - ''jij ; j 

l’axe des x et les deux ordonnées ij-; ] j j y, 
AA' et BB', répondant aux abscisses y„ Vij ! 

OA'=rt et OB' =<). ' u| F^FF B' x 

Pour cela, divisons l’intervalle A' B' Fi «- 35 - 

en n parties égales, et par tous les points de division menons 
des ordonnées; Paire à évaluer se trouvera divisée en n petits 
trapèzes curvilignes tels que MPP' M\ Par les points M et M 
menons les droites Ml et M' Il parallèles à l’axe des x ; nous 
formerons deux rectangles : l’un MPP' I plus petit que le tra- 
pèze correspondant MPP' M', l’autre IIPP' M' plus grand que 
ce trapèze. Si nous opérons de môme pour les autres, nous 
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formerons deux séries de rectangles, les uns intérieurs et dont 
la somme sera moindre que l'aire à évaluer , les autres exté- 
rieurs et dont la somme sera plus grande que l’aire à 
évaluer. 

Si donc on désigne par U cette aire, par j/ 0 , j/„ y f , ...,t/„les 
ordonnées successives tracées sur la figure, depuis A.V jus- 
qu'à RB', et h l’intervalle PP' compris entre deux ordonnées 
consécutives, on aura 

U > i/o J» -4- !/, h -h y, h... -h h 
et 

P < J/, /* -+- Il -+- y, h. 

Les seconds membres de ces inégalités diffèrent de y, h — y 0 h 
ou de (y.—y 0 )h. 

Or le facteur y „ — y 0 est constant, et le facteur h peut de- 
venir aussi petit que l’on voudra en prenant n suffisamment 
grand. L’aire U est donc comprise entre deux sommes dont la 
différence peut être rendue aussi petite que l’on voudra ; ce 
qui revient à dire que U est la limite commune vers laquelle 
tendent ces deux sommes ; on peut donc écrire, par 
exemple , 

U = lim .Z yh, 

la caractéristique Z représentant une somme de quantités 
analogues au produit yh écrit à sa droite. 

Lorsqu’on passe à la limite, c’est-à-dire lorsque n devient 
infiniment grand, h devient infiniment petit; et on peut le 
représenter par dx, puisque ce n’est autre chose alors que 
l’accroissement infiniment petit de l’abscisse. En même temps, 
on remplace la caractéristique 2, qui se rapporte à une somme 
de quantités variant d’une manière discontinue, par la carac- 
téristique j , qui se rapporte à une somme de quantités va- 
riant d’une manière continue, ou par degrés infiniment petits. 
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Et, comme la somme 2 n’indiquait qu'une valeur approchée 

de l’aireAA'B'B, tandis que lasommc j' indique l’aireexacte, 

ou la somme intégrale des éléments de cette aire, on donne 
le nom d'intégrale à cette seconde somme. On écrit donc 


(i) 


U = J ydx, 


égalité qu’on énonce : U égale l'intégrale de ydx. 

Chacun des produits analogues àj/dx est ce que l’on appelle 
un élément de l’intégrale. 

Cette intégrale est dite indéfinie, lorsque l’on n’indique pas 
entre quelles limites elle est prise , c’est-à-dire lorsque l’on 
n’indique pas les abscisses extrêmes. Si l’on veut indiquer les 

limites, on écrit au bas du signe Ç l’abscisse répondant à la 

limite inférieure, et au hautde ce signe l’abscisse répondant à 
la limite supérieure ; si, par exemple, on veut indiquer que 
l’intégrale est prise depuis l’abscisse a jusqu’à l’abscisse x, on 
écrit 


( 2 ) 


U = f ydx. 


et l’intégrale est dite définie. Si l’intégrale est prise de AA' à 
BB', c’est-à-dire depuis l’abscisse a jusqu’à l’abscisse b, on 
écrit de même 


( 3 ) 


U: 


J ydx, 


ce qui s’énonce : U égale l'intégrale de a à b de ydx, ou 
U égale somme dea àb de ydx. L’intégrale définie prend dans 
ce cas une valeur particulière au lieu de conserver la forme 
générale représentée par (2). 

Le calcul d’une intégrale définie est ce que l’on nomme une 
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quadrature, parce que celte intégrale exprime une aire, ou le 
carré équivalent à cette aire. 

Mil. — Il s'agit maintenant de faire voir comment ce cal- 
• cul peut être effectué. 

Considérons d’abord l’aire AA' PM limitée à l’ordonnée lixe 
AA', et à une ordonnée quelconque MP ou y. Cette aire est 
évidemment une fonction dex; car elle varie avec l'abscisse 
OP et prend une valeur déterminée pour chaque valeur attri- 
buée à cette abscisse. Nous pouvons donc poser 

U = F (x). 

Le trapèze MPP' M' est l’accroissement aU de Paire considé- 
rée. Mais ce trapèze est compris entre les rectangles MPP' I et 
1IPP' M' ; si donc on désigne PP' par ax, on pourra écrire 

y ax < aU < (y 4- ai/) ax, 

y-t-A y représentant l’ordonnée M' P'. En divisant les trois 
membres par ax, on a 

^ aU ^ 

y < — < y + Mj. 

Si maintenant on fait tendre ax vers zéro, il en sera de 
même de ai/, et le rapport — tendra vers F' (x) : à la limite 
ou aura donc 

F' (x) = y ou F' (x)=/’(x), 

c’est-à-dire que la fonction f (x) qui représente l'ordonnée est la 
- dérivée de la fonction F (x), qui représente l'aire de la courbe. 
En mettant donc pour y sa valeur dans la relation (1), il 
vient 

(4) 1= f F' (x) dx. 
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On pourrait égaler le second membre à F (x), qui est la va- 
leur de U ; mais il y a ici une remarque importante à faire. 
On a vu que la dérivée d’une conslanlc est nulle ; en sorte 
que si l’on ajoute une constante à une fonction quelconque , 
sa dérivée ne change pas. Lors donc que l’on remonte de la 
dérivée à la fonction primitive qui l'a produite, on doit, si l’on 
veut que le résultat ait toute la généralité désirable, ajouter 
à celte fonction une constante arbitraire. On devra donc 
écrire 

(5) f F' (x) dx = F (x) 4 - C , 


C désignant une conslanlc arbitraire. Cette constante se dé- 
termine quand on considère l'intégrale définie. Car si l’on 
prend, par exemple, pour limites de l’intégrale a et xet que 
l’on pose 



dx = F (x) -+- C, 


l’intégrale devra s’annuler pour x=a, puisque alors l’aire U 
est réduite à zéro. Ceci exige qu'on ait 

C = — F (a). 

On doit donc écrire 


(6) f P (x) dx = F (x) — F (a) . 

J “ 

Pour x = b, on aurait 

(7) fV(*)dr = F(6)-F(a). 

On voit que, pour obtenir l’aire cherchée, il faut déterminer 
la fonction F (xj dont f (x) est la dérivée , y remplacer x par 
la limite supérieure , puis par la limite inférieure, et retrancher 
le second résultat du premier. 

13 


» 
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Remarque. Dans le raisonnement que nous avons fait pour 
trouver la limite de nous avons supposé l’ordonnée crois- 
sante ; si elle était décroissante, ces raisonnements subsiste- 
raient encore ; il n’y aurait de changé que le sens des inéga- 
lités. 

16 t. — Les équations (6) et (7) constituent un théorème 
de calcul qui est indépendant de toute considération géomé- 
trique. Car si l’on donne une fonction dérivée quelconque 
F' (x), en la supposant continue, on peut toujours la prendre 
pour l’ordonnée d’une courbe, et poser 


î/ = F'(x); 


dès lors le premier membre de l’équation (7) représentera 
Faire de cette courbe, depuis l’abscisse a jusqu’à l’abscisse b ; 
et l’équation (7) montre elle-même comment cette aire pourra 
être calculée. On peut donc dire, sans avoir égard aux con- 
sidérations géométriques : si F'(x) désigne la dérivée d'une 
fonction continue , la limite vers laquelle tend la somme des 
produits F' (x).dx, quand on g fuit varier x d'une manière 
continue depuis une valeur a jusqu’à la valeur b, s’obtient en 
cherchant la fonction dont F' (x) est la dérivée , remplaçant 
dans cette fonction la variable x par la limite supérieure b de x, 
puis par sa limite inférieure a, et retranchant le second résultat 
du premier. On verra que ce théorème trouve des applications 
fréquentes. C’est le théorème fondamental du calcul intégral ; 
et l’on aperçoit que ce calcul est l’inverse du calcul différen- 
tiel puisqu’il consiste à remonter à une fonction dont on a la 
dérivée. 

Remonter ainsi de la dérivée à une fonction est ce que l’on 
appelle intégrer cette dérivée ; cette locution est abrégée; elle 
signifie qu’il faut préalablement multiplier cette dérivée 
par dx , et chercher la limite vers laquelle tend la somme des 
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produits analogues quand on fait varier x d’une manière con- 
tinue entre des limites données. 

Rkmaüqi e. Tout ce qui précède suppose que la fonction f(x j 
ou F' (x) conserve une valeur finie depuis x=« jusqu’à x =b. 
On peut avoir à considérer des limites infinies, et, dans ce 
cas, il peut se faire que la fonction f(x) croisse indéfiniment 
a mesure quex augmente en valeur absolue; l’intégrale se 
compose alors d’éléments qui croissent indéfiniment eux- 
memes. Néanmoins, il peut arriver que cette intégrale con- 
serve une valeur finie; on en verra des exemples plus loin. 

les. — Afin de donner sur-le-champ un exemple de ce 
genre de calcul, supposons qu’il s’agisse de trouver l’aire com- 
P r, se entre la courbe y = 3x*, Taxe des x, et les ordonnées 
répondant aux abscisses 1 et 5. En appelant ü cette aire, on 
aura 

U — f 5 x* </x. 

Ji 

Il s’agit donc de trouver la fonction dont 3 x* est la dérivée ; 
il est aisé de voir que c’est x\ Si , dans celte fonction x 5 , on 
remplace x par .i, on obtient 27 ; si l’on remplace x par l , on 
obtient 1 ; le résultat est donc 27 — 1 ou 2C. Ainsi 

f 5x* dx = 2G. 


le *. Avant d aller plus loin, il y a quelques remarques 
utiles à faire. 

I. Nous avons supposé jusqu 'ici les axes rectangulaires; s’ils 
faisaient entre eux un angle 0 différent de 90°, les rectangles 
élémentaires, tels que y h, seraient remplacés par des paral- 
lélogrammes ayant pour mesure y/i sin 9. On aurait donc 

U = lim . I yh sin 0 = sin 0 . lim 1 yh 
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ou 


U = sin of y dx, 




M 


c’est-à-dire qu'il suffirait de multiplier par sin 0 l'expression 
précédemment obtenue pour l’aire de la courbe. 

II. Une intégrale peut avoir des éléments négatifs. Soit, par 
exemple, la courbe ABMCD, qui coupe deux fois l’axe des x ; 

, I l’aire comprise entre celte courbe, 

l’axe desx, cl les ordonnées AO 
" et DD', présente une partie BMC, 
située au-dessous de I axe des x. 
o' n Dans cette partie de la courbe, 
Fig. M. l’ordonnée étant négative, on 

regarde l’aire de cette portion de courbe comme négative 
elle-même. 

S’il arrivait que la partie négative fût égale en valeur ab- 
solue à la partie positive, l’aire totale serait regardée comme 
nulle. 

III. 1 .es signes j* et d représentant des opérations inverses, 

se détruisent lorsqu ils se superposent. Ainsi J du — u, sauf la 
constante arbitraire. Ainsi encore 


d . Ç f (x) dx = f (x) dx. 


IV. n a vu que l’on a gén éralcment 
'b 


r 

J n 


On convient d’écrire de même 


// 


{' (x)dx=f(a ) — fib), 


Digitized by GoogI 


INTÉGRATION DK S DIFFÉRENTIELLES. 


197 


d’où il résulte 

[“T ( x ) dx=- J* f'(x)dx. 

c’est-à-dire que l’on change le signe d’une intégrale en inter- 
vertissant ses limites. Cette convention est quelquefois com- 
mode. 


II. - INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES. 

s I. — PRINCIPES ET PROCÉDÉS D'INTÉGRATION 

iss. — I. Longue la quantité placée sous le signe J* est 

affectée d'un facteur constant, ce facteur peut être mis hors 
du signe. Soit, par exemple, l’expression 

(1) J\f(x)ilx. 

Le facteur A affectant tous les éléments de l'intégrale est 
un facteur commun à tous les termes d’une somme, et peut, 
par conséquent, être mis en évidence; on peut donc écrire 

(2) A jf(x)dx. 

Réciproquement : lorsqu'un facteur commun est placé de- 
vant le signe d’intégration, on peut le faire passer sous le 
signe. Dans l’expression (2), par exemple, le facteur A affecte 
une somme ; on peut donc effectuer la multiplication, ce qui 
revient à affecter du facteur A chacun des termes de la somme, 
et peut s’écrire sous la forme (1). 

188. — II. L'intégrale d'une somme de différentielles est 
égale à la somme des intégrales de ces différentielles . 
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Soit, par exemple, l’expression 



*+* f (x) ] dx. 


Elle revient à la somme des quantités suivantes (1(52) : 


f (a) dx -+- ? (n) dx 
■ I - f (û -f - 1 Ix ) dx — H- y (fl -f- dx) dx 
■+- f (fl -f- 2 dx) dx + ? (a + 2 dx) dx 
-f- /’ (fl -f- 5 dx) de -4- y (a -t- 5 dx) dx 


-h f[a- 1- (« — 1 ) dx\ dx -f- y |« -t- (» — 1 ) dx\ dx, 
en supposant b= a -f- ndx. Or la somme des termes qui for- 

n 

ment la première colonne est égale à I f(x)dx, et la somme 

J a 

des termes qui forment la seconde colonne est égale à 

r b 

J f ( x ) dx. On peut donc écrire 

I \f(x)-h ? (x) ] dx — f f (x) dx -t- I ? (x) dx. 

J a J a J a 

C’est ce qu’il fallait démontrer. 

On étendrait sans peine la démonstration à la somme d’un 
nombre quelconque de différentielles. 

i«7. — 111. L'intégrale de la différence de deux différen- 
tielles est égale à la différence entre les intégrales de ces diffé- 
rentielles. C'est-à-dire que l'on a 

j l \f( x ) ~ ? ( x ) ] <iü = f f (x) dx — £ ç (x) dx. 

La démonstration est la même qu’au numéro précédent; il 
suffit de remplacer les signes -+- qui séparaient les deux termes 
de chaque élément de l'intégrale proposée par des signes — . 
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Il résulte de cette proposition et de la précédente que Vin- 
tégrale de la somme algébrique d'autant de différentielles qu'on 
voudra est égale à la somme algébrique des intégrales de ces 
différentielles. Ces intégrales se trouvent ainsi affectées des 
memes signes que les différents termes d'un même élément 
de l'intégrale proposée. On aurait, par exemple, 

rb i'b /'b 

| [ f (x) -F- ç (x) — ^ ( x ) ] dx = ! f(x) dx -h f (x) dx 

Ja Ja Ja 

- \ $ (*) dx. 

J a 


16 ». — On a vu, dans le calcul différentiel, qu'il existe 
une règle générale pour la différentiation des fonctions (15). 
Il n’existe malheureusement pas de règle générale analogue 
pour l’intégration des diifércnliellcs. Si l’expression qui est 

sous le signe Ç est une différentielle connue, l’intégration se 

trouve immédiatement effectuée; si cela n'a pas lieu, on peut, 
en employant divers procédés, chercher à ramener l’expres- 
sion donnée à une différentielle connue ; mais on ne peut pas 
toujours être certain à l'avance qu'un de ces procédés réussira. 

Ces procédés sont au nombre de trois. Le plus simple con- 
siste à multiplier et diviser par un facteur constant convena- 
blement choisi. 


Soit, par exemple, l’intégrale J x n dx. 

Telle qu'elle se présente, l'expression sous le signe j n’est 


pas une différentielle connue ; mais on voit aisément qu’on la 
ramènerait à une différentielle connue en multipliant sous le 
signe par tn + 1 ; car (m -I- 1) x m dx est la différentielle de 
x" +t . Or on peut effectuer cette multiplication sous le signe, 
à la condition de diviser par m -+- 1 hors du signe (165), car 
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ce sont deux opérations contraires effectuées sur l'intégrale 
proposée. On peut donc écrire 

fx m dx — — — r f(m + i)x m dx = — — - -+- C, 

J mu- 1 j ' ' m 1 ’ 

en ajoutant une constante arbitraire C si les limites de l'inté- 
grale ne sont pas indiquées. 

Soit encore l'expression j «* dx. 

La quantité sous le signe Ç n’est pas une différentielle 


con- 


nue, mais elle deviendrait une différentielle connue si elle 

lOff (l 

était multipliée par yy — . Or on peut effectuer celte multi- 
plication sous le signe, à la condition de multiplier hors du 

i . . . log e . 

signe par la quantité inverse — î on aura donc 

/ , , log e f log a , . log e , „ 

a* dx = T-?— / T————— a 1 dx = ~ - . a x -+- C. 
log a J loge log a 


i«o. — Le second procédé d’intégration consiste à changer 
de variable, c'est-à-dire à établir entre la variable qui ligure 


sous le signe 


/- 


une variable auxiliaire une relation telle 


qu’en remplaçant la variable donnée par sa valeur tirée de 
cette relation, l'expression placée sous le signe d'intégration 
se change en une différentielle connue. 

/ dx 
■ - • 
y û x 

La quantité placée sous le signe j n’est pas une différen- 
tielle connue; mais si l’on pose x — au, d’où dx = a du, et 
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/ <ix r « (iu r du ■ n 

I — ==== = | - : — | — =nrc .sin u-f-C, 

J \ fl* — x * J y/ a* — a’ a* */ y' 1 — u’ 


ou, en remettant pour u sa valeur -, 


/ 


•rfx . x _ 

== = arc .sin — h C. 
^ a* — x* « 

dx 


Soit encore l’expression J — 
* J XvX’— l 


xyj 

La quantité placée sous le signe n’est pas une différentielle 

connue; mais si l'on pose x = -, d’où dx = — ~ et au’on 

« u* M 

substitue, on trouve 



ou, en remettant pour y sa valeur -, 

x 

r dx 1 „ . 

/ — r-— — = — arc. cos — h C. 

J Xyx* — 1 x 

*»o. — Le troisième procédé est connu sous le nom d’i«- 
tégration par parties, locution inexacte mais consacrée. On 
sait que si u et t? sont deux fonctions d’une même variable x, 
on a (21) 

d .uv = udv -hv du. 

On en tire 

u dv = d . ttv — t' du. 
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Les deux membres de celle égalité étant deux différentielles 
«gales, si on les intègre entre les mêmes limites, les résul- 
tants seront égaux, puisque les deux intégrales obtenues sc 
composeront d’un mémo nombre d’éléments égaux chacun à 
chacun. On peut donc écrire 

I udv= ( d.tiv— f vdu , 


ou, attendu que les signes I et d se détruisent quand ils se 

V 

superposent, 

(|) J udv = uv — J vdu. 

C’est sur celte relation que sc fonde le procédé d intégration 

par parties. Elle exprime que si l’on a sous le signe ) « 

produit de deux facteurs u et dv, dont l'un dv est une diffé- 
rentielle comme, l’intégrale de ce produit est égale au pre- 
mier facteur u, multiplié par l'intégral i y du second, diminué 

d’une seconde intégrale dans laquelle il y a sous le signe j 

l’intégrale v qu'on vient d'obtenir, multipliée par la différen- 
tielle du du facteur qui n'avait pas été touché. 

Soit, par exemple, l’expression 



on trouvera, en appliquant celte règle, 

j xe’dx = x.e I — j e 1 .dx—xe‘ — e r - t-C. 

Il arrive dans ce cas que l'intégration proposée est ramenée à 
l’intégration d'une différentielle connue. 
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Soit encore l'expression 


J 


arc tangx . r/x, 


on trouvera de même 

I arc tangx .(lx = arc tangx. x — Jx 
ce qu’on peut écrire 


dx 

T+I" 


I 


arc tang x 


(lx=x arc tang x — 


1 I' 2 xdx 

2 J 1 -f-x’ 


L’intégration proposée se trouve ainsi ramenée à une in- 
tégration plus facile. Car si l’on examine la quantité placée 

sous le second signe J , on reconnaît que le numérateur 2x</x 

est la différentielle du dénominateur 1 -F- x’; cette quantité 

est donc de la forme ^ ,qui est la différentielle du logarithme 


népérien de u ; on a donc ici 

r i 

I arc tang x . dx = x . arc tang x — ^ log 7 ( 1 -f- x*) 4- C, 

en ajoutant toujours une constante arbitraire si les limites de 
l’intégrale ne sont pas indiquées. 

L’habitude du calcul peut seule suggérer le choix à faire 
dans chaque cas entre les procédés que nous venons d’ex- 
poser ; et il est utile de répéter qu'on ne peut pas toujours être 
assuré d’avance qu’on réussira à effectuer l'intégration pro- 
posée en employant un ou plusieurs de ces procédés. 


8 2. - INTÉGRATION DES DIFFÉRENTIELLES LES PLUS USITÉES. 

m — Différentielles algébriques entières . — Considérons 
d’abord la différentielle monomc Ax m dx. Pour l’intégrer, on 


Digilized by Google 



204 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL. 

emploiera le procédé du n° 168, c’est-à-dire qu’on multi- 
pliera par m 4 - 1 , sauf à diviser l'intégrale par ce facteur ; on 
aura ainsi (165, 168) 

I A x m dx= — ; I (m 4- 1 ) x m dx = 4- const. 

J m+1 J ' ' m-Hl 

On voit que la règle à suivre consiste à augmenter /'expo- 
sant de x d une unité , et à diviser par cet exposant ainsi 
augmenté. On trouvera ainsi 


C - 10x 3 ï 

J 10 x 3 tfx = — — h const = 6x’ 4- const. 

3 

IIemauque. La règle est en défaut pour ni = — 1 , parce 
que le dénominateur m4-i devient nul. Mais, dans ce cas, 

l’expression placée sous le signe J est une différentielle con- 
nue, celle du logarithme népérien de x, car on a 



(Ix 

— = A log 7 x 4- const. 
X 


os. — Supposons maintenant que la différentielle soit 
polynôme. En combinant la règle ci-dessus avec le principe 
du n° 166, on trouve aisément- 



4- Bx” -1 -t-Tx -f- U) dx = 
Tx* 

4- -r- 4- Ux 4- const. 


Ax m+l 

m -4— 1 



Par exemple, 



‘ — ôx’4- 6x — l)dx 



— x* 4- 5x* — 7x 4- const. 
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i il. — Différentielles algébriques fractionnaires. On peut 
ne considérer que le cas où le numérateur est d’un degré in- 
férieur à celui du dénominateur; car, s’il en était autrement, 
on pourrait effectuer la division; le quotient se composerait 
d’une partie entière et d'une fraction ayant pour numérateur 
le diviseur, c’est-à-dire un polynôme de degré moindre que 
le dénominateur proposé. 

Supposons d’abord que le dénominateur soit du premier 
degré ; et soit 

A dx 
mx -+- » 

la différentielle proposée. On multiplie le numérateur par m, 
et l’on divise l’intégrale par ce même facteur ; on a ainsi 


t' A dx 
J mx -H» 


A Ç mdx 
m J mx -+- n 


Mais alors le numérateur de l’expression placée sous le signe 
d'intégration est la différentielle du dénominateur; celte ex- 
pression est donc de la forme qui est la différentielle du 
logarithme népérien de u. On a donc 

/ = — log' (mx -F- h) -f- const. 

■J mx -F- n m ' 

Par exemple , 

, ' Mx 3 . , . , , . 

J foZTi = J °8 ( ix - 1 ) -+- const - 

114 . — Supposons, en second lieu, que le dénominatenr 
soit du second degré, le numérateur sera au plus du premier, 
et la différentielle donnée sera de la forme 

(mx -F- n ) dx 
ax* -F- bx -F-c‘ 
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Il va lieu de distinguer trois cas, suivant que les racines du 
trinôme place en dénominateur sont réelles et inégales , 
réelles et égales, ou imaginaires. 

I. — Considérons d'abord le cas où ces racines sont réelles 
et inégales; en les désignant par a et f, on pourra écrire le 
dénominateur sous la forme 


n (x — a) (x— £). 


La méthode consiste à poser 


(I) 


mx -f- n A 

(X — a) (x — fi) X — a 



et à déterminer A et B de manière que cette relation ait lieu 
quel que soitx. En chassant les dénominateurs, elle devient 


mx -+-» = A (x — f) -+- B (x — a). 


Cette relation devant avoir lieu identiquement, on peut y faire 
successivement 

X = a et x = f, 

ce qui donne 

»ia+n = A(a — ,}), d ou A = — , 

(X fj 

et 

m? + n = B(?-a), d’où B== — ’ülsLü , 

a — f 


en supposant a> f. 

Les coefficients A et B étant ainsi déterminés, on aura, en 
vertu de la relation (1), 


/ 


(mx -f- h) <lx 
fl(x — a) (x-?) 


A r dx 
a J x — a 


R /* (lx 
a J x — 3 



(x — a) -+- - log' (x — 3)-t-const. 
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Par exemple, on trouvera en suivant celte marche 


Ç (4x-F-l)dx 15 | 

f dx 9 _ | 

Ç dx 

J 3x* — 1 5x -F- 1 8 5 J 

x — 3 5 J 

1 x — 2 


lï 9 

== log' (x — 5) — * log'(x— 2)-F-const. 
ô O 


On traitera de même l’exemple suivant, qui se rencontre 
dans les applications : 

f dx 1 f dx 1 f dx 

J a i — x* 2 u J a-F-x 2a J a — x 


— dx 
x 


_ 1 ç dx 1 r —d 
2« J a -f-x 2ii J a — 

1 1‘ 

= log' (a-F-x) — ^ log' (a — x) + const. 


'2a 

1 . , « -F- X 

Iftt» ■ 

2a p a - x 


const. 


II. — Si les racines du trinôme placé en dénominateur sont 
réelles et égales, la différentielle proposée peut s’écrire 

(>»x -|- ii'dx ^ appelant a la racine double. La méthode 
a(x — a) 5 “ 

consiste alors à changer de variable en posant 
x — a=«, d’où dx = du. 

On a ainsi 


f (mx -F- n) dx r(mu- 

J a (x — a)’ J 


_ ni Ç du ma -t- ri Ç du 

a J u a J «* 


mi ■ 
au 1 
m% ■ 


■ n) du 


m , , mx 

= ”log'(x-«) 


dit 
11 1 


const. 


a u 
nix-F-n 1 


a 


X — a 


-F-cons‘. 
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On trouvera, par exemple, ainsi 


J 


■i î-r+JHf _ 4 j . , _ 2 ) 
3 (x — 2)* 3 ' ' 



-+- eonst. 


III. Nous supposerons enfin que les racines du trinôme en 
dénominateur soient imaginaires. On sait que dans ce cas le 
trinôme peut se mctlrc sous la forme 

fl [(x — a)’ -4-É*]. 


La mé'.liode consiste à poser x — a = £u, d'où rfx = (5</«; 
en substituant, on obtient 


/: 


(»)X -+- ») dx 
a [ix — *)’-+-&’ 


I 


'(mfai + mx -4- «) falu m /’ utlu 

~ a J m* -1-1 


ma 


du 


«3 


n / au 

J u'-M' 


La différentielle placée sous le second signe j est une diffé- 
rentielle connue ; on ramène celle qui est sous le premier 
signe J à une différentielle connue en multipliant par 2 sous 
. le signe et en divisant par 2 hors du signe ; car on a alors 
sous le signe d'intégration l’expression J. dont le numé- 
rateur est la différentielle du dénominateur, et qui a par con- 
séquent pour intégrale le logarithme népérien de ce dénomi- 
nateur ; on trouve ainsi 

f (” *•+->!) tfx — m 
J fl|(x- a )* + 3 ! l 2« ° 1 ’ 


mx - 


«é 

mx 4- n 

w 


n , , ni , , | 

— arc tang u -f- const = -r- log 


za 

X — x 

arc tang. — h const. 


P J 
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**s. — On peut concevoir que l’on suive une marche ana- 
logue quand le dénominateur de la fraction est d'un degré 
quelconque. L’algèbre fournit des méthodes pour décomposer 
les fractions rationnelles en fractions simples ; on peut donc, 
théoriquement du moins, ramener ainsi l’intégration d’une 
différentielle fractionnaire rationnelle, dont le dénominateur 
est un polynôme en x de degré quelconque, à l'intégration de 
plusieurs différentielles fractionnaires plus simples. Mais cela 
suppose qu’on puisse trouver les racines d'une équation de 
degré quelconque, ce qu’on ne sait pas faire. Nous ne croyons 
donc pas utile pour les applications de développer ici cette 
méthode générale ; nous nous contenterons de traiter les exem- 
ples suivants, où le dénominateur est du troisième degré. 

I. Supposons d'abord que la différentielle proposée soit 

(x 1 — 5x -l- 3) dx 
(x -t- 1 ) (x — 1 ) (x —‘2)* 

Nous poserons 

x* — ox -t- 5 A B C 

(x -t- 1 ) (x — 1 ) (x — 2) x -+- 1 x — 1 x — 2 ’ 

ou 

x«- 5x-t- 3 = A(x - 1) (x — 2) -h B(X 4-1 ) (x — 2) 

4- L (x 4- 1 ) (x — 1 ) . 

En faisant successivement x= — 1 , x=4- 1, x = 4- 2, 

H 
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on trouvera 


9 = GA, 

d’où 

a =4 

— i = — 2B, 

d’où 

b =4 

— ô = ôC, 

d'où 

C = - 1. 

Par conséquent, on pourra 

écrire 


f (x* — r.x + 5lc/x 

5 

f < 1 * .i 

J (x-t-l)(x- i)(x — 2) 

'~2j 

' x-M^2 

Jx-2 2 ° = 

(x 4- i ) ■+- * log' fx 


— log' (x — 2) -f- const. 


II. La méthode i|ue nous venons d’cmplover est en défaut 
lorsque deux racines du dénominateur sont égales. 

Supposons, en effet, qu'on ait à considérer la fraclion 


mr 


nx ■ 


(x — «)(x — b) 


~ et qu’on pose 


mx’-t- nx-t-p ABC 

! — = 1 1 

(x — fl) (x — b)' x — a x — b x — b' 

en chassant les dénominateurs on obtient 


mx 5 -+- nx H- p = A (x — />)’ 4- 1 B -f- C) (x — a) (x — b ), 

relation qui ne saurait cire une identité, puisque le second 
membre s'annule pourx=ù, tandis que le premier ne con- 
tient pas le facteur x — b, si la fraction proposée a été réduite 
à sa plus simple expression, ce qu'on peut toujours supposer. 

Dans ce cas, au lieu de décomposer la fraction proposée en 
trois fractions dont les dénominateurs soientdu premier degré, 
on la décompose en deux fractions seulement, l’une ayant un 
dénominateur du premier degré (x — a), l'autre un dénomi- 
nateur du second degré (x — b)'. 
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Soit par exemple à intégrer on posera 

pr -t - 1 ) (x — z) 

x'- — 5x +■ ■" A Bx-f-C 
(i + 1)(i-2)'~i+ f + (x — 2)” 

ou, en chassant les dénominateurs, 

— 5x4- 3=A(x — 2)* 4- (Bx + C) (x 4 -l); 

et l’on déterminera les coefficients A, B, C en donnant à x trois 
valeurs distinctes, par exemple x=— 1, x = 2 et x = 0 ; 
on trouve ainsi : 

pour x = — 1 , 9 = 9 A , d’où A = \ ; 

pourx=2, — 3=5(2B + C); 

pourx=0, +5=4A-f-C; 

les deux dernières donnent C = — 1, et B = 0. 

On aura donc 


I 


(x‘ — 5x4-3) dx 
(x + l) (x — 2)* 



/- rfx 

J ( x — 2 )* 


= log'(x4-l) 


1 

(x-8) 


4- const. 


III. On emploie encore le même ordre de décomposition 
quand le dénominateur a deux racines imaginaires. Soit, par 

exemple, à inlégrer^ y-^^ }| ; „„ pèsera 

— 5.r - f- 3 A I] x -f- C 

( x 4- 1) [(x — 1)* 4- 4| X+ï + [(x — 1 )’ 4- -ij 

ou, en chassant les dénominateurs, 

x s — 5 x4-5 = A [(x — I )* h- 41 4- (Bx 4- C) (x 4 - 1 ) , 

et l’on fera successivement x = — 1 , x = 0, x = + l;on 
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trouvera ainsi 


pourx = — 1,9=8A, J'où A = ^; 

21 

pourx = 0, 5 = oA - 4 -C, d'où C = 5 — 5A = — 

O 

pourx = ! , — i = 4A -+- (B-+-C)2, 

d’où Ii = jr 2 A C= — 

Z o 

On aura donc 


/ 


(a? — 5x -t- 5 )dx 
(x + 1 ) [ (x — 1 ) ! -+- 4] 


9 r dx 1 nx-t-21 

8 J x + t 8 J [(x — 1)* 


21) dx 

■4]‘ 


La première intégrale du second membre a pour valeur 
log 7 (x-t-1); la seconde, traitée par la méthode du n° 174,111, 

donne ^ log' 

donc enlin 


i . 


x • 1 

H arc tang — ; il vient 


f 


(x* — 5x 5) dx 


J ( X -f- J ) [ (X — \ ) 1 -f- 


_i \ 0 A(*L 
16 p L 


î 


4| 

I 11 , 

— arc tang 


g log' (x -+- 1 ) 
x — l 


consf. 


IV. Nous supposerons enfin que le dénominateur aitses trois 
racines égales et qu’on ait à intégrer, par exemple, 

(x* — 5x -t- 5) ilx 
(x — 2) s 


On posera x — 2 = u, d’où dx = du ; et en faisant la sub- 
stitution il viendra 

(«’ — u — Z) du du du _ du 

ou — o — . 

« H M* U s 

La première de ces trois différentielles a pour intégrale log' u, 
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la seconde-, la troisième, qui revient à — 5« _I du, a pour 
3 5 2 

intégrale -f- ^ tr* ou ^ On a donc 
f(x* — 5x-+-5)</x 


/ (x s — 5x -4-5) dx , 

J— jJ=5F-= , °g'(«-2) 


I 


O 

+ Ô- 


1 


const. 


y'1 — x* 

sinus est x; on a donc immédiatement 


x — 2 2’ (x — 2)* 

tonnelles du second de 
est la différentielle de l’arc dont le 


f»e. Différentielles irrationnelles du second degré. I. Ou sait 

. dx 
que I expression 


Ç dx 

J vT^x* 


: arc sin x + const. 


11. Soit maintenant l’expression dx yl — x‘ ; pour l’inté- 
grer, on commence par multiplier et diviser par y'1 — x 1 , ce 
■ i (1 — X*) dx 

qui donne — , et par conséquent 

y'1 — x’ 

(I) f dx yT^x’ = f f ■ I ' dx . 

J J y'1 — ** J \1 — «* 

La première intégrale du second membre est connue. La 

/ où (Ijc 

x . — 1 1 ; on a 

yl — x* 

ainsi sous le signe / deux facteurs dont l'un, le second, est 
J 

une différentielle connue, car c’est celle de y'1 — x* (5G). Si 
donc on applique à cette intégrale le procédé de l’intégration 
par parties (170), on aura 


<-) + f *.-=£È = X yl”— -x* - fy 

• ■ J yl — x* J 


dx, 
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Substituant ccttc valeur dans la relation (i), on obtient 

J ' dx y 1 — X* — arc sin x -4- x y' i — x* — J dx y/ 1 — x 5 . 

On voit qu’on a ainsi reproduit en signe contraire dans le 
second membre l’intégrale qu’il s’agissait d’obtenir ; si on la 
fait passer dans le premier membre, celui-ci se trouvera donc 
doublé, et, en divisant par 2, on obtiendra finalement 

s 

Ç dx\Ji — x’ = ^ [arc sin x -4- X yT — x 1 ] -+- const. 

dx 

i»». — III. Tour intégrer ■■ on change de variable, 

y 1 -H X* 

et l’on pose 


(1) yl-t-x’ = n — x. 

Élevant au carre et réduisant, on obtient 
i =«* — 2ux, 
et, en differentiant et divisant par 2, 


0 = il du — u dx — x du, d’où 


dx 


du 


u — x u 

ou, ce qui revient au même en vertu de la relation (1), 

dx du 

y 1 4- x’ h’ 

On peut donc écrire 

r dx rdn , , , , 

I ■ = | — =log u 4- const 

J v' i H- x* J » 

= lug' (j + \/|+ x‘) -+- const . 
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On intégrerait de h même manière 


dx 


yx’ k 

I - .. = log' (x -+- yx’ ■+■ k ) -+- consi . 

J yx’ -l- k 


-, et l’on aurait 


IV. Soit maintenant à intégrer dx y i +x* ; on commencera 
par multiplier et diviser par y 1 -4-x ! ,çc qui donne 

y 1 H-x* 

On a donc 

(2) flh y'î + X* = f -JL= -+- f 

J J \l 1 ■+■ x ! J vl + x’ 

La première intégrale du second membre est connc ; la 
seconde peut s’écrire 

xdx 


/*• 


1 -4-X* 


f/x; 


la quantité sous le signe f est alors un produit de deux fac- 
teurs, dont le second est la différentielle de y/i -4- x* ; on a 
donc, en appliquant le procédé de l’intégration par parties, 

f x • Î f===*^-/»'î+ï i 

et, en substituant dans la relation (2), 

j ' dx y I -+• x’ = log' (x -+- yl -t-x 1 ) 

-+- x y 1 -t- x* — ^ y/ 1 -+- x* . dx. 


Le dernier terme du second membre est alors le premier 
membre changé de signe. Si on le fait passeï dans le premier 
membre, et qu’on divise par 2, il viendra donc 
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aie premiers Eléments de calcul intégral. 
f dx\ l4-x’=l [log'(x-4- v l-t-x’)-(-Xv/l-l-i'’] _ t -consl - 


On intégrerait de même dx \ x*-+- k, et l'on trouverait 
J dx\ l x t -t-k=ÿ [fclog' (x+\x*-hk) -t-x y x’-+- A] -t-const. 


Mais si l’on avait à intégrer dx yx* — k , on aurait 
J' dx v'x* — k = [ — k log' (x -+- y X' — k) -h x \ x* — à] . 


Ce résultat ne diffère du précédent , comme on pouvait s’y 
attendre, qu'en ce que k est changé en — k. 

us. — V. Si, dans les exemples qui précèdent, le radical 
portait sur un trinôme du second degré, ce cas pourrait être 
ramené aux précédents ; mais les résultats seraient de nature 
différente, selon que le terme en x* serait affecté d’un coeffi- 
cient positif ou négatif. 

Supposons-le d’abord négatif, et soitc-+-èx — ax' le tri- 
nôme placé sous le radical. Ce trinôme pourra s’écrire 

(c b \ 

fl - 4- - x — x* , 

\fl fl J 

b' 

ou, en ajoutant et retranchant dans la parenthèse , 




quantité qui est de la forme 


a [$'-(x -«)*]; 
c è* 

car on doit admettre que - -|- est positif, autrement le 
radical serait imaginaire pour toutes les valeurs de x. On 
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pourra donc poser 

x — i-h'fiu, d’où <ix = £du; 


et , en faisant la substitution , on donnera au trinôme la 
forme a?* (1 — «’), et le radical portera sur 1 — u\ On sera 
donc ramené aux cas traités au n° 176. 

dx 

Soit, par exemple, à intégrer ; en ajoutant 

y 7 ÜX — X* 

et retranchant sous le radical le carré de la moitié du coeffi- 
cient de x, c'est-à-dire 9, on pourra écrire 

y/16 — (x — 5)*’ 

On posera 


x = 3-4-4», d’où dx=idu , 

et l’on aura 


4 du 


y 1 6 — 1 6 u* 
on aura donc 


ou simplement 


du 


1 — «’ 


l' dx ( % du 

I - — — r = | — = arc . si ii h -t- const. 

J v / 7-4-6x — x* J y/l — «• 


. X — O 
= arc .sin — ; — 


const. 


Soit encore à intégrer 


dx y 6x — x’; 

on pourra écrire 

dx y/9 — (x — 5)*. 

On posera donc 

x = 5-f-3«, d’où </x = 3d», 

et il viendra 

Zdn\ 9 — 9»*, ou 9d«yl — »’• 
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et, en substituant, le trinôme deviendra 

a (3’m ! ± 3*) , ou ( «’ ± 1 ) ; 

et le radical portera sur u*dz 1 . On sera donc ramené aux cas 
traites au n" 177. 
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Soit, par exemple, à intégrer 

(5x — 2) dx 
V '4i‘ — ICx + âü' 

Le trinôme sous le radical pourra s’écrire 

4 (x 1 — 4x 4-5), ou 4[(x —2)* -+-!]- 


On posera donc 

i = 2 + «) d’où dx—du\ 

et, en substituant dans la différentielle donnée, elle deviendra 


(5h-f-4) du 
2 y/u* 4-1 


On aura donc 


f (3x — 2 )(lx 3 p » du [ g p du 

J Tte’ — ltix+2U — 2 J vV+ï J y «’ + 1 

= ^ 1 4- log' (u + V !<> 4- 1 ) 4- « V ' 1 * -+- 1 4- const. 


= 1 V (x — 2)’ 4-1 4-log'f(x-2)+ v /(x-2)*4- 1] 
4 - (x — 2) v / (x- 2) , 4- 1 4- const. 
= log' [ (x — 2)4- \fx* — 4x4-5 ] 

4- (x — J ) v /x*— 4x4-5 4- const. 


ISO. — Différentielles binômes. On donne ce nom aux 
différentielles de la forme 


(1) x*(a4-fcx l, )'.(/x. 

On peut remarquer d’abord que si p était un nombre en- 
tier, on pourrait développer le binôme, et, en multipliant ses 
termes par x m dx, on aurait une suite de différentielles de la 
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forme A x*dx que l'on pourrait intégrer séparément. Nous n’a- 
vons donc à considérer que le cas où p n’est pas un nombre 
entier. 

On ne diminue pas la généralité de l'expression (1), en 
supposant n positif, car si l’on avait 



on pourrait écrire, en multipliant par x‘ dans la parenthèse 
et en divisant par x” 11 hors de la parenthèse, ce qui ne chan- 
gerait pas le produit, 

x m -np aX *)P (lx y 


expression qui est de même forme que la proposée, mais où 
l’exposant n est positif. 

On ne diminue pas non plus la généralité de l’expres- 
sion (I) eu supposant ni et n entiers. Supposons-les, en 

effet, de la forme y- et ” , de telle sorte que la différentielle 

proposée soit 


On posera 



x — u n , d’où dx = rsu n ~ l du ; 


et, en substituant, il viendra 

rs . u m, (a b' r )p . ti n ~ l . du, 

expression qui, au facteur constant près rs, est de même 
forme que la proposée, avec cette seule différence que les 
exposants ms et nr sont entiers. 

En définitive, on voit que dans la différentielle binôme (I) 
il est permis de regarder m et if comme entiers, et » comme 
positif. 

»**. — Nous avons vu que la différentielle binôme est in- 
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tégrablc dans le cas de p entier. Elle l’est encore dans doux 
autres cas. 1° Posons, en effet, 


d’où 


a + bx n = u. 


x = 




En substituant ces valeurs dans l’expression proposée , on 
obtient 



et l’on voit que celle différentielle serait intégrable si — - — 

était un nombre entier et positif. 

2° I.a différentielle binôme peut s’écrire x m+ * T . (b-^-ax~’)”Jx. 
Si on opère sur celte quantité comme nous venons de le faire, 
on obtient la condition d’intégrabilité en remplaçant m par 
m + «p et n par — ». On trouve aussi que l’expression est 
intégrable si la quantité 


m -h pu- 1 - 1 
n 


J 


OU 



m -t- 1 
n 



est un nombre entier et positif. 

Dans tous les autres cas, la différentielle binôme ne peu 
cire intégrée à l’aide des fonctions algébriques et logarithmi- 
ques. On se propose ordinairement alors de ramener son in- 
tégration à celle d’une différentielle de même forme dans 
laquelle les exposants me tp soient les plus petits possible en 
valeur absolue. 

18t. — Si l’on écrit la différentielle binôme sous la forme 


(a-\-bx") p .x"dx, 

on voitqu’ellc est le produit de deux facteurs, dont l’un x" rfx 
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est une différentielle connue ; on peut donc appliquer le procédé 
de l'intégration par parties, et l'on aura 


( 2 ) 


/ x m+l 
(a -+- bx'Y . x" (lx = (a bx ") p . 

_ Ç . j, bu ( a + bx") , ~ t .af~ , dx. 


(« -4- b. r’V x m hl _ pbn Ç Æ * + , , + fany-i _ 

m 4- 1 tn 4- 1 J 


La différentielle binôme placée sous le signe J dans le se- 
cond membre est de même forme que la proposée ! elle en <lil- 
fère en ce que p est remplacée par p — 1 et m par m -+- n. 
Mais on peut déduire de la formule (2) une autre formule qui 
ramène l’intégration de la différentielle proposée à celle d'une 
différentielle de même forme, dans laquelle m conserve sa 
valeur, et p est remplacé par p — 1. Pour cela, on observe 
qu’on a 

bx m+n = x” bx'') — ffx m . 


Si l’on substitue celte valeur dans (2), on obtient 


/ 


, , (a 6jc' , ) p .x" +i 

(« 4- ftx")'’ . x m clx = i 

' 1 m 4 - 1 


^1-r I (fl -f- f»X") r X”rfX 

m 4- 1 J 

J’x" (a 4- bx”)"- 1 dx , 


11 

m- 


ct, si l’on passe le terme affecté du signe — dans le premier 
membre, on en lire après réduction 


(3) 


C, , . (n 4- bx’ , ) p x m+l 

j(»+te T »-.a = ' n + i ’ + - 

” 4- p tl j ( a + bx n ) t ~ l dx. 


m 4- 
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On peut renverser cette formule, c’est-à-dire en tirer la 
valeur de l’intégrale qui ligure dans le second membre. Si l’on 
fait ce calcul, et que l’on change ensuite p en p-t-1, on 
obtient 


( 4 ) 


/ 


(a 4 - bx*) p . x m dx = ■ 


m4-l+n(|H-l) 
{p 4 - 1 ) na 


f 


(a -j • bx") 1 * 1 . x m+l 
(p- 1 - 1 ) na 

(a -+- . x”(lx. 


Les formules (5) ou (1) serviront, quel que soit lesigne de p, 
à ramener l’intégrale proposée à une autre de même forme, 
où, ni restant le meme, la valeur absolue de p aura été di- 
minuée d’une unité. Et, en répétant un nombre de fois suffi- 
sant cette opération, on ramènera l’exposant de p à avoir pour 
valeur absolue une fraction. 

ias. — La différentielle proposée peut être décomposée 
d'une autre manière en deux facteurs dont l’un soit une diffé- 
rentielle connue. Multiplions et divisons, en effet, par la dé- 
rivée de bx', c’est-à-dire par nfcx” -1 ; nous pourrons écrire 


4 

— x" , -" +l . ( a 4 - bx") 1 ' . bnx " 'dx. 
bn 


Sous cette forme on reconnaît que le facteur 
(a -h bx n ) p .bnx*-'dx 


est la différentielle de (a 4 -bx') 1 * 1 , divisée par p -M. En 
appliquant donc le procédé de l’intégration par parties, on 
pourra écrire 


(o) 


f | . (a 4- bx'Y+ l 

J x" (« -|- bx-y . dx = x m . ! 

l m 11 — f X* - " (« 4- bx n y +l . dx. 

( P+\)»b J 

L’intégrale proposée se trouve donc ainsi ramenée à une 
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autre de même forme, dans laquelle l’exposant m est remplacé 
par m — n, et l’exposant p par p 4- 1 . Mais on peut déduire 
de la forme (5) une autre formule qui ramène l’intégrale 
proposée à une intégrale de même forme, dans laquelle p con- 
serve sa valeur, et m est changé enm — 1. Pour cela, on 
observe qu’on a 


x*~ " (a bx') p +'=x m ~" ( a -+- bx") p ..(a -+- bx ”) 

= ax’" - " (fl 4- bx") p 4- bx ■ (fl 4- bx " 

On a donc 

J x m ~" (a 4- bx')**~' .dx=a Ç x M ~ n (a 4- bx") p dx 
-h b I x m (a 4- bx") p (fx 


Si l'on substitue celle valeur dans la relation (5), qu'on 
fasse passer le dernier terme dans le premier membre et 
qu’on réduise, on en tirera 


( 6 ) 


I 


x" (a 4- bx n ) p dx — ■ 


' (a 4- 6x") ,,+ ‘ 


b (m 4-1 -htij) 


a (m4 1 — 


b (m 4- 1 4- np) 


w>f- 


X*— (a4-ftx , ) p r/x. 


On peut ensuite renverser cette formule, c’est-à-dire en 
tirer la valeur de l’intégrale qui ligure dans le second membre; 
et si l’on change alors m en m 4- », on obtient 


( 7 ) 


I 


x m (a -t- bx’) p dx = 


x m+ '(a-hbx ,, ) p+ ' 


a (m 4- 1 ) 

b ( m + I +114 »/)) 

a (m +- 1 ) 


/*" 


1 (a -l- bx") . dx . 


Les formules (6) ou (7) serviront, quel que soit le signe 
bm, à ramener l’intégrale proposée à une autre de même 
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forme, dans laquelle, p restant le meme, la valeur absolue dent 
sera diminuée de n. 

En employant successivement les formules (S) ou (4), puis 
• les formules (6) ou (7), on parviendra à retrancher de p toutes 
les unités contenues, et de m tous les multiples den qu’il ren- 
ferme. Quelquefois l’opération peut être abrégée par l'emploi 
des formules (2) ou (5). 

Remarque. Les formules (3) et (6) sont en défaut quand 
m + 1 + np est nul; ou, ce qui revient au même, quand 
m -t- 1 

h p est égal à zéro. Mais alors la différentielle binôme 

est intégrable directement (181, 2“). Le nombre p étant frac- 
tionnaire, on n'a jamais p +1=0; ainsi la formule (4) n’est 
jamais en défaut. Mais la formule (7) est en défaut pour 
m — — 1. Or, dans ce cas encore, la différentielle binôme peut 
être intégrée- directement (181, 1°). 

* H -*- — Prenons pour exemple la différentielle 


x'dx 

(1 — x’) 7 


ou x‘(l —x'f'.dx. 


On a dans ce cas 

»» = 4, n = 2, p= - 

Pour diminuer d’abord la valeur absolue de l'exposant p et 
celle de l’exposant m, employons la formule (3) ; elle don- 
nera 

(8) J x‘ (1 — x’) * dx = + x s (1 — x*)‘* dx 

— 5 ( x*(l-x*)*.dx. 

«/ 

Pour diminuer encore l'exposant de x dans le facteur hors 

là 


Digitized by Google 



‘220 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉt.RAL. 

parenthèse, faisons usage de la formule (0), en y faisant 

1 

>n = 2, >i = 2, p == — ^ i D ,le donnera 

fx'(\ — x*f’</x = — Jx(l — *■)'•' -t-çj x°(l— x’pf/x 
1 \ 

= — -x yi — ar c sm x + const. 
Substituant cette valeur dans (8), on obtient 


/V ( 1 - **.)'* (Ix ==x> ( 1 - *’)“ + Jx (1 - a:*) 


i 



are sin x + const. 


ih 5 . — Différentielles logarithmiques et exponentielles. 
L’inlégrale de logx . ilx s’obtient par le procédé de l’intégra- 
tion par parties. On a, en effet, 

I logx.dx = logx.x— / ^-^dx.x 
J J & 

= x logx — x loge -t-const. 

Plus généralement on trouve par le même procédé 


! x M lpg . x . , dx = log , 




x"- 1 logx 
ni -4- 1 


— log e . 


• x* + ' loge . 

, ,lx 

m -+- I x 


(«i+ l/‘ 


4 - consi, 


On a vu (108) comment on peut intégrer a‘dx en multi- 
pliant et divisant par une constante convenable. On a , en 
effef, 




+ conpt. 
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On trouve de la mémo manière 



|£ïü f-tZUrte 

log a J loge 


lOgC 

i— — a * + const. 
Iog fl 


Si « = c, il vient 


J e*dx = e* -4- const. 


et 


J er r dx — + const. 


Il peut arriver que, dans cos expressions, x soit multiplié 
par un fadeur constant ; comme, dans la différentiation, ce 
facteur affecte la dérivée , il faut, dans l’intégration, tenir 
compte de cette circonstance en multipliant et divisant par ce 
mémo facteur. On trouvera, par exemple, 


J {e“ r + r - " , )(/x==:^ j (me mi dx 


et 


= (e" x — e _MX ) -+• const. 
m ' 


J (e~ — e— 7 ) dx = ^ J (1110"* — me-” 1 ) dx 


= — (e m g -1 " 1 ) -i- const, 
m ' 


Ces deux formules trouvent leur emploi dans les applica- 
tions. 

L’exponentielle peut être multipliée par une puissance dex ; 
l’intégration par parties permet alors de diminuer d’une unité 
l’exposant de celte puissance. On n, par exemple, 

( 1 ) f x* e t dx — x" e 1 — m j x m ~' e r tlx. 

Si m est entier et positif, en répétant un nombre suffisant de 


Digitized by Google 



228 


PREMIERS ÉLÉMENTS DU CAL' UL INTÉGRAL. 


lois celle opération, on obtiendra exactement l’intégrale de- 
mandée. On trouvera, par exemple, 

j x ' e’dx = e 1 (x* — 2x -1- 2) - 4 - const. 


Sim est négatif, on peut renverser la relation (1), c’est- 
à-dire en tirer la valeur de l’intégrale placée dans le second 
membre ; en changeant ensuite m en m - 4 - I , on obtient 


( 2 ) 



m-4- i 



et si m est entier, en appliquant un nombre suffisant de fois 
cette formule, on ramènera l’intégration demandée à dépendre 

de J x~'e T dx. O 11 ne pourra pas aller au delà, parce que la 

formule (2) est en défaut pourm = — 1. On verra plus loin 
que celte dernière intégrale s’obtient par développement en 
série. 

Si l’exposant m est fractionnaire, l’emploi des formules (I) 
ou (2), selon qu’il sera positif ou négatif, permettra de ramener 
l’intégrale demandée à une inlégralcdc même forme dans la- 
quelle l’exposant de x sera une fraction. 

« 86 . — Di fférentiellesren fermant des fonctions circulaires. 
Il résulte immédiatement de ce qu’on a vu dans le calcul dif- 
fércntiel (H) que l’on a 


J si n xdx = — cos x -+- const . 

et 

j ' cos x rfx = -f- sin x - 4 - const. 


Soit à intégrer 

. sin x rfx 

langxrfx ou ; 

cos x 
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on remarquera que le numéralcur est, au signe près, la üiJTc- 
renliclle du dénominateur ; si donc un écrit 

— sinxdx 
cos x ’ 


on aura une expression de la forme — ,quiest la dilTérculielle 
du logarithme népérien de u ; on aura donc 






— sinxdx 
cosx 


— log' . cos x -+- const. 


Ou trouvera de même 


Cil I cos x tlx , , . 

| cot x «x= I — ; - = log .siiiæ •-+- const. 

J J sin x ° 


Pour intégrer 4^- , on pose 
smx 1 


x = 2« , d ’où dx — 2r/u , 
ce (pii dorme d’abord 


2 du du 

â~ ou . 

sm -if sinucosu 

On divise ensuite les deux termes par cos’m, ce qui donne 

du 

cos 1 U 
tang u' 

Mais ~j t est précisément la différentielle de tangrr; ainsi 
1 expression à intégrer est la différentielle du logarithme nc- 
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péricn de tango. On a donc 

I -4^- = log' . tang u + coust. = log 7 . tang + const. 
C t/x 

L’intégrale J se ramène n la précédente en posant 


d'où 

et, par suite, 


x =2 


dx — — dij ; 


I - 1 - = — / - = — log' tang ^ 1 / -t- const. 

J cos x J sin y ° 0 ‘2 J 

= — log' tang (jj — lj-4-consl. 

18 ». — Il résulte de ce qu’on a vu dans le calcul diffé 
rentiel (44), (pic l'on a immédiatement 

/’ dx 


I ; dx= — col . x -+- const. 
J sin’x 


et 


/ dx 

I — — = taugx-f- const. 

J cos’x ° 

Quant aux intégrales 

J sih’xdx, ut J eus ’ardx, 


on les obtient aisément par addition et soustraction. On 
a, en effet, 

J cos*x</x-t- J si u’x(/x 
= j (cos’x -t- sin’x) (/x= J <fx=x-t- const. 
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851 


et 


J cos’xr/x — J sin’xr/x 

= J (cos s x — siu’x) dx = j’cosVxdx, 

ou, en multipliant et divisant par 2, afin d’avoir 
signe d la même variable que sous le signe cosinus, 

J cos *x(/x — J* sin’xf lx = ^j cos2xd.2x 


= ^ sin 2x 4- consl . 


Par suite, 


/* 1 1 

I COS* X(/x = 1( I+ J M : I 2x 4- const . 


2 x 4 - sin 2x 


const. 


cl 


J sin *X(/x=-x — ~sin2x 4- consl. 


2x — sin 2x 


consl. 


Si l’on avait à intégrer sin*xcos*x dx t on pourrait 
en multipliant cl divisant par 4, 


\ 1 

>• . 4 sin’xcos'x dx, ou sin’2x dx, 
4 1 


ou encore 


1 

S 


sin’ 2xd . 2x. 


sous le 


écrire. 
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23i 

En vertu de la formule qui précède, il viendrait donc 

/ ii 1 f ■ .o . o 4x — sin4x 

sin*x cos* xdx = ÿj siu* 2x d . 2x =c ^ h const 


Si l’on avait à intégrer / Sll> . dx, on pourrait écrire 
° J COb’X 1 


/♦sur x , r dx r. 

/ — r— dx = | — - / dx = tang x — x const. 

J COS*X J iOs'X J ° 


On aurait de meme 


/'Cüî.’Xf/x /♦ (IX i , 

I — r— — = | | dx — — cotx — x-t- const. 

J snrx J surx J 


dx 


Plus généralement, si l'on a à intégrer sin M X coa’’x(/x, et 
que l’un des exposants m ou ji soit impair (on (es suppose lous 
deux entiers), l’intégration pourra être ramenée à celle d'une 
fonction algébrique entière. Car soit, par exemple, 


j> = 2k 4- i . 

On pourra écrire 

sin“ x cos** x . cos x dx ; 

et, eu posant 

I 

sinx = M, d’où cos x = ( 1 — n*)', 


et 


cosx(/x = di/, 


on aura à intégrer 

u"(l— u'y.du , 

différentielle algébrique, rationnelle et entière. 
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Par exemplo, on tiouvera ainsi 


j sin" x cos" x dx = J 11* ( t — u'j'du 

| A G 4 1 

= a u 1 — u’ 4- u" — Tv u 13 -1- jt «' 4- const. 

/ 9 11 13 15 

I . , 4 • , 6 . 4 . s 

= ^ sur x — g surx 4 - j-j sm u x — jvsm ,l x 

1 . 

-h tt 8in'*x -I- const. 

la 

Plus généralement encore, et quels que soient les expo- 
sants m et p, on peut transformer sin“x cos^x dx en une dif- 
fércnliclle liinome, en posant sin x = ti. Car on peut écrire 


ce qui revient à 


sin"x cos ’’ -1 x . cos x dx, 


ii "(1 — u'f^.du. 


188. — Les différentielles qui renferment des fonctions 
circulaires inverses, telles que arc sin xdx, ou arc tangxdx 
s’intégrent par le procédé d’intégration par parties. On trouve, 
en effet, 


r f x dx 

/ arcsmx«x=arcsinx.x — / — =— 
J J i/ 1 — x s 


l-x s 


—X arc sin x 4 - v I — x’ 4 - const. 
J' arc lang x . dx =arc tang x . x — j x. 

1 C 2 x dx 

= arc tang x . x — „ I j ; 

° 2 J +x' 


Pans le second membre, la quantité sous le signe j est une 
fraction dont le numérateur est la différentielle du dénomi- 
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nateur, c'est-à-dire une fraction tic la forme qui est la dif- 
férentielle du logarithme népérien du dénominateur h; il vient 
donc 

Ç arctangx.rfx=xarclangx — ^ log' (1 -t-x s ) -f-const. 
On trouverait de même 


/ 


arc cosx . </x = x arc cosx — — x* consl., 


et 


/ 


arc cot xilx—x cot x -+■ ^ log' (1 -t-x’) -t- const. 


• *». — C'est encore à l’aide du procédé d'intégration par 
parties que l’on intègre les différentielles simples qui con- 
tiennent des exponentielles et des sinus ou cosinus. On 
trouvera, par exemple, 

J e*cosx</x = e I $inx — j* e*sinxdx, 

mais 

— I ”* e*sin xdx— j % e t ( — sinx)dx = e* cosx — j ' e*co>,xdx. 
Par conséquent 

j'e* co»xdx = e' (sin x -t-cosx) — Ce* cosx dx, 

et, en (tassant le dernier terme dans le premier membre et 
divisant par 2, 

J e* cosxdx = ^ e* (sin x -+- cos ;;) -t- consl. 
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too. — Si, dans les expressions étudiées aux n°* 18G, 
187, 188, 189, la variable x était multipliée par un facteur 
constant, l'intégrale devrait être divisée par ce facteur. Ou 
aurait, par exemple, 


/ . 1 r . sin mx 

cos mx dx = — | cos mx . dmx = — y— 4- const. 
mj m 


/ sin mx dx = / — s 

/*tang mx.dx= — — J’ 


sin mx . dmx: 


cos mx 


m 


■const. 


sin mx d mx 
cos mx 


\ 


m 


log' cos »ix -t- const. 


/ , 1 C cos mx dmx I , . • . 

cot mxdx= — | — s — t = ~ l°g^ 8in mx -4- const. 

m f sinmx ° 


/ sin'«ix(/X = — I sin* mx. dmx 

m J 


2 mx — sin2mx 
4 m 


const. 


J cos’ mx dx = — f cos* mx . dmx 

m J 


2 mx -+- sin 2 mx 


const. 


et, ainsi des autres. 

§ 3. — intégration des différentielles par développement 
EN SÉRIE 


toi. — Considérons d’abord 1 expression f f(x)dx. Cette 

J 0 

expression est une fonction dex, dont la dérivée est f(x) ; si 
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donc f(x) et ses dérivées successives conservent des valeurs 
finies de 0 à x, on pourra développer l’expression proposée 
par la formule de Maclaurin (69); cl, en remarquant que 
l’intégrale s’annule pour x=0, on aura 

(I ) J J (x) dx= 0 + / (O) \ 4- r (0) + r (0) 


La série qui forme le second membre pourra donc tenir 
lieu de la fonction dont f(x) est la dérivée. 

r 

Considérons maintenant l’intégrale I f(x)dx. Si f(x) et 

J a 

ses dérivées conservent des valeurs finies de 0 à x, on pourra 
remarquer que l’on a 


I f(x)dx = 

%S a 




dx. 


Si donc on développe par la formule (1) les deux intégrales 
qui figurent dans le second membre, et qu'on opère la sous- 
traction, on obtiendra 


( 2 ) 


fj(x)dx=f(0). 3 L^ + f’(0) 

r 5 /i* 

+r(#, W + - 


x 1 — a ’ 

~nr 


Si f (x) et scs dérivées conservent des valeurs finies de a 
à x, mais qu’il ne soit pas permis d’y faire x=0, on pourra 
opérer comme il suit. 

Posons 


et 


x = a -+- u , 



n -f- h) du = F (u ) . 
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Nous pourrons développer la fonction F par la série de 
Maclaurin. Mais nous aurons 


F(ü)=0, P (u)=f (a + u), d’où P ((I) =/’ ( fl ), 
F" (u)=f(a-hn), d’où F" (0) = / ' (a) , 
F"' (u)=r (« -+-«), d’où F"' (0)=f"' (a), 

et ainsi de suite. Il viendra donc 


(3) 


ou 


J ^ /'(« 4 - u) du = 0 4 - f(a) . “ +f (a) iL 

+ /’OîTi + -- 


( 3 ) 




1.2 


■r» 


(■g— «)* 
1.2.3 


i»t. — L’intégration par développement en série peut 
encore être présentée d’une autre manière qu’il est utile de 

r 

connaître. Soit f(x) la fonction placée sous le signe / ; et 

supposons qu’on puisse la développer par la série de Ma- 
claurin, on aura 


m =/•( o )+ r (0) \ 4 -r (0) ~ 4- r w ^ 7ô 


-...4-R,. 


Multiplions les deux membres par dx,et intégrons entre les 
limites 0 et x, il viendra 


( 4 ) 



4 -r( 0 )~ +rm — 

+r(0) rx374 + ’’-' 4 "/ o R " ,, ’ r ’ 
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Or, soient a et g la plus grande et la plus petite valeur 
que prend R, quand x varie de 0 à x ; on aura 


id x > R,r/x > faix, 

cl, par conséquent, 


aX ' > 



R ,rtx>far. 


La quantité J' R „dx est dope égale à un certain pro- 
duit kx, dans lequel k désigne une quantité comprise entre a 
et Mais R, tendant vers zéro à mesure que n augmente, il 
en est de même de a et de (5, ot par conséquent aussi de la 
quantité intermédiaire k. Ponc kx tend vers zéro à mesure 
que » augmente, c’esl-ft-dire que l’intégrale qui figure dans 
le second membre de l’équation (4) est un reste qui tend 
vers zéro. On peut donc se dispenser de l'écrire, et l’on re- 
tombe ainsi sur l'équation (1). 

Si l’on intégrait entre les limites a et x, on retomberait de 
môme sur l’équation (2). Ou pourrait aussi établir de la même 
manière l’équation (5) en développant f (a -f- u). 

*»* bis. — Comme premier exemple de en qui procède, 
proposons-nous de développer un arc en fonction de son sinus, 
^'application de Ig formule du binorpe (80) donne, pour x, 
compris entre -1-1 et — 1 , 


V 1 — x’ 


i — x 


1 . 1.5 . 1.5.5 4 

+ 2 -r ~ h 2.î X + 2.4.0* 


+■• 1 1 ■ 


Multiplions les deux membres par (/x, et intégrons de 0 à x, 
il viendra 


1.x* 1.5.x* 1.5.5x' 

arc sinx = x 4- 4- x-rsr -+- 

2.0 2.4.;) 2.4.0./ 
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Tour 2=1, on obtient 

/tv z . 1 1.2 1.3.5 

(5) 2 ’ + ’ 2f."3 Q7TT5 + 2TÏJÎÏI7 -l_ " ’ ' 

Comme seconcl exemple, cherchons le développement de 
l’arc en fonction de sa tangente. La formule du binôme 
donne 


. = (1— x’)-'= 1 — x' -+-x‘— x'-K.., 

1 -h X‘ 

Multiplions par rfxet intégrons de 0 à x, nous aurons 

.... , x* x* x 7 

(6) arctangx=x — + f 

ut)/ 

Pour x=1, on obtient 

,_ v z . 1 1 1 

(7) — 

193. Remarque. — Les formules (5) et (7) ne convergent 
pas assez rapidement pour servir au calcul du nombre z. .Mais 
on peut en déduire des formules plus convergentes. On dé- 
montre aisément, et il est facile de véfilier, quç l’on a 

arc tang .1 = 1 arc tang !- — arc tang . . 




4 arc tang g — arc tang . 


1 1 

On calcule arc tang ^ rt arc l an g P a r la formule (6), et 

en substituant on obtient la valeur de z. Il suffit d'employer 
les onze premiers termes du premier développement, et les 
trois premiers termes du second, pour obtenir le nombre - 
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avec quinze décimales. (Voir les Traites d’Algèbrc supé- 
rieure.) 

i »*. — Au lieu de multiplier les deux membres de la for- 
mule de Maclaurin par dx , ou peut les multiplier par x m dx, 
m étant un exposant positif; et, en intégrant de a à x, on 
obtient 


/* X f.m- f l ,,*+1 ,,.«+! _ «w- 

I /■ r«» ■ - 1 rrr- + r <°> Ws 


m 

j.m +3 a 


r {0) Tü^r 5j+- 


On démontrerait, comme au n“ 191, que le reste de la série 
tend vers zéro. 

On peut appliquer une méthode analogue à l'intégration du 

(Ijc t 

la dilTércntielle — ~ , que nous avons rencontrée au n° 18b. 
On a, en effet, 


e*—\ -t- 


1 1 .2 1.2.3 1. 2.3.1 


n„. 


dx , % 

Multiplions les deux membres par — et intégrons de a à x, n 
étant supposé positif, il viendra 

' e‘dx 


( 8 ) 


/ e , dx , x x — a , x‘ — n 1 _ x* — «* 

!. HT ~ ° 8 h 1.2.2 + 1.2. 5. 3 

x 1 — o’ r„ dx 

H 1.2. 3.1 .4 4 '“’ + J 0 R " x • 


Or, si a et p désignent, comme plus liant, la plus grande 
et la plus petite valeur que prenne R, quand x varie de a à x, 

. , fn dx . r dx Ç 1 dx 

I intégrale I H, — sera comprise entre x i — cl ^ I — , 
J • X J a & J a % 
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‘2 kl 


X X 

c’est-à-dire entre a log 7 . - et £ log' . Elle aura donc pour 

X 

valeur une quantité telle que k log' . , k étant compris entre 

a et g. Mais R, tendant vers zéro à mesure que n augmente, 
il en est de même de a et de ji, et par conséquent aussi de. 


J dx 

R, — est un reste 

a X 

qui tend vers zéio, et que l’on peut se dispenser d écrire. 


§ 4. — CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES PAR APPROXIMATION 

l*s. — Lorsqu’une intégrale définie ne peut être obtenue 
par aucun des procédés d’intégration connus, on peut tou- 
jours en calculer la valeur numérique avec une approxima- 
tion plus que suffisante en général pour les besoins de l’ap- 
plication. 

C’est encore au calcul approché qu’il faut recourir lorsque, 
comme cela arrive fréquemment dans les questions qui tou- 
chent à la pratique, la fonction qui figure sous le signe / 

n’est point connue sous forme mathématique, mais qu’elle 
est seulement donnée par des valeurs isolées ou par le tracé 
d’une courbe. 

Il existe, pour le calcul approché de la valeur numérique 
des intégrales définies, plusieurs méthodes, dont la plus répan- 
due est fondée sur les considérations géométriques suivantes. 

Supposons d’abord qu’il s’agisse 
d’évaluer le trapèze cunilignc AOQC, 
limité par une courbe ARC qui n'est 
point donnée, mais déterminée seule- 
ment par les trois ordonnées équidis- 
tantes AO, BP, CQ, que nous appelle- 
rons y 0 , y,, y,. Désignons par h l’inter- 
valle 0P = PQ des ordonnées. 



oL." .jp o x 

I h 

Fig. X-. 

16 
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Si la courbe ABC est continue, et si, entre les points A et C, 
elle ne présente ni inflexion ni aucun autre point singulier, 
on pourra, sans erreur notable, la remplacer par une autre 
courbe quelconque remplissant les mômes conditions, par 
exemple par une parabole ayant pour axe une parallèle aux 
ordonnées; c’est-à-dire que l'aire du trapèze curviligne limité 
par cette parabole, l’axe des x et les ordonnées extrêmes, 
différera fort peu du trapèze curviligne proposé. Et l'erreur 
sera d’autant moindre que la distance II sera plus petite. 

Si l’on inet l’origine au pied 0 de la première ordonnée, 
l’équation de la parabole dont il s’agit sera de la forme 

(i) ij — y 0 + <ix+-bx'. 

Et comme elle doit passer par les points B et C qui ont pour 
coordonnées 

x=h,y=y l , et x = 2/z, t/ = i/ a , 
on devra avoir 

(-) ÿi=!/o -E-oA-t-W»*, ÿ, =!/ 0 + 2«/i 4- ibh‘, 

équations qui déterminent a cl b. Posons a 1 = i/ 1 — {/„, la 
première des équations (2) pourra s’écrire 

l">) A, = rt/l +hh\ 

Posons de même 

4'. = ». — !/• î 

en retranchant membre i’i membre les équations (2) on ob- 
tiendra 

(f) \\ = ah-hdbh t . 

Posons cnlin, 

*i. 

on trouvera, en retranchant membre à membre les équa- 
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lions (3) et (4), 

( 5 ) 

Hc cette dernière on tire 


b = 


1 A - 
: 2 fc* ’ 


et, en substituant dans (3), on obtient 

t 


L’équation de la parabole est donc 


243 



Cette équation, dans laquelle les quantités A, et A, sont ce que 
l’on appelle la différence première et la différence seconde , 
est celle qui, dans la pratique, sert à résoudre le problème de 
I’Intebpolatios *. 

Four obtenir Faire de la parabole, il suffit ( 1 Citi) de multi- 
plier les deux membres de l’équation (6) par r/.c, et d'inlé- 
grer entre les limites x = 0 et x = 2li, ce qui donne, en ap- 
pelant U Faire cherchée, 

0 = 2/iÿ. -4- 2/t ^a, — 1 A, ^ 1 A,/l 

= (y 0 +\ g * 


ou, en remettant pour A, et A s leurs valeurs a, = y l — j/ 0 , et 

A t =A' l — \ = y t — 2ÿ t + y 0 , 


(7) l! 


= (y, ■ 


Ht — -!h ~+ ~ !/, 

0 




(i/o ■+■ % i + !/«)• 


1 Voir ce mot ilnns notre liidionnairr i les Malliéiiialiqucs apjilàjiiéci, 
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i»b. — Supposons maintenant qu'il s'agisse d’évaluer l’aire 
du trapèze AOCR limité par une courbe quelconque Alt, l’axe 
des x, et deux ordonnées extrêmes j/ 0 , Y. Divisons l’inter- 


r 



! i I ! ! 1 

O T U CI 

Fig. 38. 


valle OC de ces ordonnées en un nombre pair « de parties 
égales, et soit h l’une de ces parties. Par tous les points de di- 
vision menons des ordonnées, que nous désignerons successi- 
vement par y n y t , y s . . Soit h, l’aire du trapèze curvi- 
ligne limité par les ordonnées y 0 et j /,, u t celle du trapèze 
limité par les ordonnées y t et j y,, et ainsi de suite; enfin, 
u, celle du trapèze limité par les ordonnées y„_, et Y. Nous 
aurons, en vertu de la formule (7) établie au numéro pré- 
cédent 

“i = 3 -+-!/.), 

M *= 3 My» + 4!/ 5 + !/,), 


\ 

u m — ^ h (y,_,+ ) . 

Ajoutons membre à membre toutes ces inégalités, et soit II 

l’aire totale à évaluer. Le facteur 1 h sera commun. Les or- 

o 

données extrêmes y 0 et Y n’entreront chacune qu’une seule 
fois dans la somme. Les ordonnées d’indice pair t/„ j/„ 
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!/»-« y entrent chacune deux fois. Les ordonnées d’in- 
dice impair y,, y s , y 5 , . . y entreront chacune quatre 
fois. On aura donc 

U= ? M(ÿ« + 'ï ) ■+• 4 (ÿ, +y s -t- ÿ 5 -H . . . -L- y„_ 1 ) 

-+• 2 (y,- 1- y, + y, 4- . . . -f- y,-.)!- 

Telle est la formule île Thomas Simpson. Elle s’énonce en 
disant que : Taire de la courbe a pour valeur le tiers de l'in- 
tervalle de deux ordonnées consécutives, multiplié par la 
somme des ordonnées extrêmes, plus quatre fo’is la somme des 
ordonnées d'indice impair, plus deux fois la somme des or- 
données d'indice pair. 

f.e résultat du calcul s’approchera d’autant plus de la 
vérité que le nombre n sera plus considérable. 

i»v. — Pour donner une idée de l’approximation, propo- 
sons-nous d’évaluer par cette méthode l’aire de l’hyperbole 
équilalère xy=l, depuis l’abscisse 1 jusqu'à l'abscisse 11. 
Divisons l’intervalle H — 1 en dix parties égales ; les ordon- 
nées répondant aux abscisses 1, 2, 5..., 10, 11 auront pour 
valeur : 

x = I y 0 = 1,000 

x = 2 y, = 0,500 

x = 5 y, = 0,555 

x = 1 y 5 = 0,250 

x = 5 y k = 0,200 

x — ti y 3 = 0,167 

La somme des ordonnées extrêmes y 0 -+- Y est 
égale à 1,091 

La somme des ordonnées d’indice impair 
II, + ?/,-+- ü/ 5 + > a pour valeur 1,142; en 
multipliant par 4, on obtient 4,508 

A Reporte». . . 5,659 


x= 7. . .j/,= 0.145 
x = 8... y, = 0,1 25 
x= 9...y‘=0,lll 
x = 10. . .y, =0,100 
x = 11... Y =0,091 
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Report 5,(559 

La somme des ordonnées d'indice pair 
i/, -+- i/ t -t- y, -U- 1 / 8 a pour valeur 0,787 ; en multi- 
pliant par 2, on trouve 1,574 

La somme de ces nombres est 7,255 

En multipliant par le tiers de l’intervalle de 

1 

deux ordonnées consécutives, c’est-à-dire par 

O 

puisque ici /i = 1 , on obtient 2,411 

Or l’aire dont il s'agit est donnée cxacte- 

r"rtx 

ment par la formule I - =logM 1=2,5979... 

J i x 

ou environ 2,598 

Il y a donc une erreur en plus, <]ui est de. . . 0,015 

15 

2598 


Et l’erreur relative correspondante est ou un peu 

I 


moins de 


181 ' 


)#n. — Remarques. 1. Si la courbe proposée avait des 
I oints d'inflexion, il faudrait mener les ordonnées de ces 
points, et évaluer séparément les parties de l’aire totale com- 
prises entre ces ordonnées. 

II. Si la courbe coupait l'axe des x, auquel cas une 
partie de la courbe serait située au-dessous de cet axe, il 
faudrait évaluer séparément les aires positives placées au- 
dessus, et les aires négatives (164, 11) placées au-dessous. 

III. La formule de Thomas Simpson s'applique à toutes 

les intégrales définies, car la fonction placée sous le signe 

peut toujours, si elle est continue, représenter l'ordonnée 
d’une courbe, et par conséquent l’intégrale proposée repré- 
sente l'aire de celle courbe. 
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La formule n’e.-t en défaut que lorsque l’une des limites 
est infinie, ou qu’elles le sont toutes les deux. 


III. — APPLICATIONS DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES 

§ I. — RICTIFICATION DES COURBES 

i»». — Rectification des courbes planes. On entend par 
longueur d’un arc de courhe, la limite vers laquelle tend la 
longueur d’une ligne brisée inscrite ou circonscrite, terminée 
aux mêmes extrémités. On a vu (114) que si x , y sont les 
coordonnées rectangulaires d'un point d’une courbe plane, et 
x-h SX, y -f- sy celles d’un point voisin sur cette courbe, la 
corde qui les joint a pour expression y 1 sx* 4- sy'. Si le second 
point se rapproche indéfiniment du premier, la corde tend 
vers l’arc infiniment petit, que l’on désigne par ds, en sorte 
qu'on a 

r/s = liin . y/Ax 1 4- sy s =dX\/\ -+->/'• 

Cet arc infiniment petit est ce qu'on appelle un élément de la 
courbe, et ce qu’on appelle la longueur de la courbe, entre 
deux points donnés de cette courbe, est la somme de ses élé- 
ments compris entre ces deux points. Rectifier une courbe, 
c’est calculer sa longueur, depuis le point qui a pour abscisse </, 
jusqu’au point qui a pour abscisse b. On a donc, en appe- 
lant s cette longueur, 

(1) s= f ds = 

t. a 

Pour faire le calcul, il faudra donc tirer de l’équation de 
la courbe la valeur de y' en fonction de x, et évaluer l’inté- 
grale définie qui forme le second membre delà relation (1). 
Nous en donnerons quelques exemples. 
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soo. — Rectification de la parabole. Prenons l'axe de la 
courbe pour axe des y, son équation pourra être mise sous 
la forinc 



d’où 



Par conséquent, en comptant les arcs à partir du sommet, 
par exemple, on aura 




Pour faire l’intégration, il est commode de poser 
x=pu, d'où dx—pdu. 

\. intégrale indéfinie 

J' pdu y I 4- »* 

a pour valeur 

j 

P • 9 ( M ■+■ V^l -+- «’) 4- U \/l 4- «*] 4- const. 


ou, en remettant pour u sa valeur - , 

V 


if. , X 4- \fx' 4- p* X Jx 1 4- l> \ 

r-si 10 ®- v 

Cette valeur devant s’annuler pour x=0, aui|uel cas la quan- 
tité entre parenthèses s'annule, il faut que la constante soit 
nulle. Ou a donc enlin 


,o\ P. , x4-vx 4-p J x \ X i 4- p’ 

(2) s = îjl"g • L + - \ 2l , L - 
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* 01 . — Rectification de la chaînette. La courbe qui porte 
le nom de chaînette est celle qu'affecterait une chaîne infini- 
ment mince, pesante, et parfaitement ilexiblc, librement 
suspendue par scs extrémités. On démontre en Mécanique 
que l’équation de cette courbe est 


on en tire 



Par conséquent 



On a donc, en comptant les arcs à partir du point le plus bas 
qui répond à x=0, 


( 3 ) * = 





e 


x 



sans constante, attendu que l’expression doit s'annuler 
pour £=0. 

tôt. — Rectification de la cycloide. On sait que celle 
courbe est représentée par les équations 

j = It (a — sin*), et y = Il ( 1 — cos*). 

On en tire successivement 

dx — U ( 1 — cos a) r/a, dy — K sin a dx. 


’- , h- 


•J = 


sin * 


dx 1 


•cos * 


1 +!/'* = 


\ — 2 cos * 


1 — cos a)* 


\ — COS a 
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On a donc, si l’on calcule la longueur de la cycloïde entière, 
depuis le point qui a pour abscisse 0, jusqu'au point qui n 
pour abscisse 2isR, 

r-* jô 

s= I 11 ( 1 — cos a) dx . : 

I 1 o yl COS 1 

= R V 2^* ilx\J\ — cos a — 2R Ç sin^ada, 


ou, eu multipliant et divisant par 2, afin d’avoir sous le 
signe d la même variable que sous le signe sinus, 


r lrt . i i 

s = 4R J sin^x.d^a. 


» • 1 . 
L’intégrale indéfinie est — cos -a; et, entre les I mites fl 

et 2s, elle devient 1 1 ou 2. Ou a donc enfin pour la lon- 

gueur de la cycloïde entière 


(4) 


,v = 8R, 


ou 8 fois le rayon du cercle générateur. 

*«». — Rectification des courbes il double courbure. 
Soient x, y, z, cl x-t- ax, j/-t-Ai/, s-f- as, les coordonnées 
de deux points voisins sur la courbe ; la corde qui les joint a 
pour expression v ax’H- Aj/’-t-AA’* Si l’on conçoit (pic le se- 
cond point se rapproche indéfiniment du premier, celle 
corde tendra vers l’arc qu’elle sous-tend, que l'on appelle un 
clément de la courbe, et que l’on désigne par ds. Un a donc 


ds = lim . v'ax* + a if -+- aï* = rf; y/ ) ■+■ 1 . 

La longueur de la courbe entre deux points, répondant aux 
ordonnées s = a et 3 = 6, est la somme de ses éléments com- 
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pris entre ces deux points. En la désignant par s on a donc 




Pour faire le calcul, on tirera des équaliôns de la courbe les 

valeurs de et de , et l’on évaluera l’intégrale définie 
As as 

formant le second membre de la relation (5). 

*«4. — Nous prendrons pour exemple la courbe qui a pour 
équations 

x=azcosms, et j/ = «ssin ms; 


c’est une hélice conique, intersection d’un cône de révolution 
avec un cylindre dont les génératrices sont parallèles à l’axe 
du cône, et qui a pour base une spirale d’Archimède. 

On tire de ces équations 


dx 

ils 

<k 

As 


= a cos ms — mas sin ms, 
= a sin mz -+- mas cos ms. 


Élevant au carré et ajoutant, on obtient 


m’a* s*. 


Par conséquent, on aura, en comptant les arcs à partir du 
plan des xy. 


s= I ds<Jd 

«/ o 


’ + m’fl’s’H- 1 . 


Peur effectuer l’intégration, on posera 


yi -Mt* 
ma 


< i » 


d’où 


As 


ma 
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il viendra 


«= a I du^i-h H* 

ma J 

= l'og' (« + v'I+w’) + « fl**} » 


sans constante, attendu que l’arc doit s’annuler pourz=0, 
et par conséquent pour u = 0. En remettant pour n sa 

, VIII Z 

valeur ■■ , on trouvera 

V'i-t-fl* 


<0) 


_ 1 -h a | nfr , f moz-f-y-'l 4-fl*-l-ffl , fl t z* ^ 
4— 2ma _° 8 \ \ i 4- «* / 

zyl 4- fl ! 4- m’a*z* 

1 4-«* J’ 


maz i 


ou 


14-a*. , maz 4- v^l 4-a*4- m’a’z* 

s = — log • — r- - 


2 ma 


1 


^1 4- fl* 


4- ^ z y 1 -H a* -t- m* a*z*. 


On traiterait de la même manière, mais plus facilement, 
I hélice ordinaire, dont la rectification se fait d’ailleurs immé- 
diatement par des considérations géométriques. 


8 2 . — CALCUL OE L'AIRE DES COURBES PLANES 


*° 5 - — On a vu au n“ 162 que l’aire comprise entre une 
courbe donnée dont l’équation en coordonnées rectangulaires 
est ÿ==/ (x), l’axe des x et les ordonnées qui correspondent 
à deux abscisses a et b est donnée par la formule 



dx. 
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Nous prendrons pour premier exemple le cercle, parce i|u'il 
est intéressant de retrouver par celte voie les résultats ob- 
tenus par des voies toutes différen- v 

les. Proposons-nous d’évaluer l'aire 
comprise entre un arc de cercle BM, 
l'axe des x passant par le centre, et 
les deux ordonnées répondant à x = 0 
qui est l’abscisse du centre, et x = 0P 
qui est une abscisse quelconque. 

Fig. 59. 

Un a dans ce cas y=yl\* — x’ , et par consé pienl 



Si l’on pose 

j; = Rm , d’où dx—Wdu, 

oïl obtient 

U = R* I du v 1 — n* =R 5 ~ (arc sin u -f- u y 1 — " ~tï'*) , 

0 * 

sans constante, puisque Paire doit s’annuler pour k= 0. En 

X 

remettant pour u sa valeur ^ , on peut écrire 

■j .xi 

( 1 ) U = -y R 1 arc sin ^ -f- : x v R’ — x*. 

Ce résultat est conforme à la Géométrie; car si l’on tire le 
rayon OM, on a 

surf. B0PM = scst. ROM 4 - tri. OMP 

=4 R‘. angle BOM-l- J OP.. \IP, 

expression qui coïncide avec la précédente. 
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Pour j=R, on aurait le quart du quadrant; dans ce cas, 


. R 
arc sin 


2 ’ 


par conséquent 



attendu que le second terme disparaît. 1. aire du cercle entier 
est bien ainsi représentée par zR*. 

*oe. — Aire de l'ellipse. On pourrait opérer comme ci- 
dessus; mais le calcul se simplifie. On a, en eiïct, pour l'aire 
du quadrant d'ellipse 

-ta , i ,ia 

U = I -V«‘ — x t .dx = - I dx da* — ï*. 

J o a Cl J „ 


Or, l'intégrale qui figure dans le second membre exprime 
l’aire d’un quadrant de cercle ayant pour rayon a ; elle équi- 
i 

vaut donc à -, r.a *. On a donc 

4 




L'aire de l'ellipse entière est représentée ainsi par r.ab. 

On peut remarquer que si l’on compare des aires limitées 
aux mêmes ordonnées dans l’ellipse et dans le cercle décrit 
sur le grand axe comme diamètre, les expressions de ces aires 
ne diffèrent que parce que celle de l’ellipse est multipliée 

par L’aire prise sur l'ellipse est donc à celle qui lui cor- 
respond sur le cercle dans le rapport de b à a. 

*«». — Aire de In parabole. Calculons l’aire comprise entre 
la courbe, l’axe des x et une ordonnée quelconque. Nous 
aurons 

i 

0 = V 2px = \ 2/i. x r , 
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par suite 


U = 





sans constante, puisque l’aire doit s'annuler pourx=0. Cette 
expression peut s’écrire 


, 2 — 2 
U = = v 2/jx.x = = mx. 

tJ i) 


2 

L’aire considérée est donc les Z du rectangle ctyislruit sur les 

coordonnées x cl y du point auquel correspond l’ordonnée 
prise pour limite. 

On peut remarquer que si, au lieu de la parabole du se* 
1 

cond degré y = \2 p.x , on considère une parabole de degré 
quelconque y = ax m , m étant un exposant positif quelconque, 
l’aire limitée par l’ordonnée correspondante à une abscisse x 
est toujours une fraction rationnelle du rectangle construit 
sur les coordonnées x et y, car on a 


U = | ax m dx — 


(IX 

nu 


sans constante, ou bien 


ax m . x _ yx 
m -h 1 m + 1 


S 

Dans la parabole y = ax t par exemple, on a 
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* 08 . — Aire de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes. 
On se propose d'obtenir l’aire comprise entre la courbe, l’axe 
des x et deux ordonnées répondant aux abscisses a et x. En 
appelant 0 l’angle des asymptotes, et prenant xy = m t pour 
l’équation de la courbe, on a 


(Ix . X 

U = sin 0 I tn*. — =m* sin 0 .log' . 

Ja X * a 


Si l’on suppose tu =1 , a =1 et 0 = 90°, il vient 
U = log' . x, 


c’est-à-dire que, dans ce cas, l'aire considéi'ée est exprimée 
par le même nombre que le logarithme népérien de l'abscisse 
qui répond à la limite supérieure; c’est pour celte raison que 
les logarithmes népériens portent aussi le nom do logarithmes 
hyperboliques. 

*©». — Aire de la logarithmique. L’aire de la loga- 
rithmique 

y = a log x 


prise à partir de x= 1 , a pour expression 


U=« logxrfx = fl [xlogx — (x — l)loge]. 



Fiü.40. 


X 


La même courbe aulrcmentdis- 
posée peut être présentée sous 
la forme 

y = A a~‘ . 

L’aire de celle courbe, comptée 
à partir de x=0, a pour expres- 
sion 


U = A fV*rfx= A (1 — «-*). 

J » log»' 
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Pour x=oo , on trouve 


11 = A 


log e 

loga' 


Ainsi, Paire dont il s’agit, quoique prolongée indéfiniment 
dans le sens des x positifs, a néanmoins une valeur finie. 

tio. — Aire de la sinusoïde. L’aire de la courbe 


y = a sin mx, 

comptée à partir de £=ü, a pour expression 

U=al sin wix dx = — ( 1 — cosmx). 

J o m 

_ 2a 2- 

Pour £= — , elle prend la valeur — . Pourx=— , elle 
m 1 m m 

prend la valeur zéro; ce qui lient à ce que de x = ~ à 

2- 

x = la courbe présente, au-dessous de l’axe des x, une 

portion égale à celle qu’elle offre au-dessus de zéro à — ; 

en sorte que la partie négative de l’aire détruit algébrique- 
ment la partie positive. 

tu. — Aire de la cycloïde. On a vu que l’on a, dans 
ce cas, 

y = R(l — cosa), et d£ = R(l — cosa )da. 

Il en résulte que Paire entière de la courbe, depuis x = 0 
jusqu’à £ = 2-R, est donnée par la formule 

U=R’ J (I — cosa)’da 

= R> ( ^ da - 2 cos a dx -h J** cos* a da). 

17 
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La première de ces trois intégrales a pour valeur 2is ; la 
seconde est nulle; la troisième (187) a pour valeur Il 
vient donc 


U = R* (2^-t-r), ou U = ô-R’, 


c’est-à-dire que l'aire de la cycloule équivaut à trois fois l'aire 
du cercle générateur. 

*i*. — Aire d'une figure irrégulière quelconque. Rappor- 
tons celte figure à deux axes rectangulaires traces dans son 
plan; puis, par des parallèles à l’axe des y, supposons-Ia di- 
visée en bandes très-minces, telles que MNN'M'. Si les cordes 

MN et M'N' sont suffisamment 
rapprochées, on peut remplacer 
la bande dont il s’agit par le 
rectangle MNIII, en négligeant 
les triangles curvilignes MIM 
et NHN' infiniment petits par 
rapport à ce rectangle. On peut 
donc regarder l’aire proposée 



• > j V P P' 

Fig. 41. 

comme la limite d'une somme de rectangles analogues, ayant 
pour hauteur la corde MN, que nous désignerons par u, et 
pour base la longueur NH ou PP', qui n’est autre chose que 
l’accroissement ax de l’abscisse OP ou x, qui répond à celte 
corde. Soient 0A'=ff, et OB'=à les abscisses correspon- 
dantes aux parallèles à l’axe des y menées tangcntiellement 
à la figure donnée. Nous aurons 


II = lim. V] usx=J udx. 


Comme la corde u ne sera pas en général donnée en fonction 
dex, on emploiera la formule de Th. Simpson. On divisera 
l’intervalle A'B' en un nombre pair n de parties égales; par 
les points de division on mènera des parallèles à l’axe des ij, et 


Digitized by Google 


APPLICATION DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFÎMES. 259 

l'on mesurera les cordes telles qucMN; nous les désignerons 
par «„ h,, «j, .. .«„_!• Les cordes extrêmes seront nulles, 
puisqu’elles correspondent aux tangentes AA' et BB'. En appe- 
lant donc h la n l<mt partie de AA', on aura, avec une approxi- 
mation dépendant de la grandeur du nombre n, 

U + 2 (h, -f- ti s -+- h, ...)]. 

L’approximation sera toutefois limitée attendu que les 
cordes m„ j/„ etc., ne sont obtenues cllcs-mcmes que par 
un procédé graphique qui ne saurait donner des mesures ri- 
goureuses. Néanmoins, ce procédé est fréquemment employé 
dans les applications. 

*13. — Aires des courbes en coordonnées polaires. Quoique 
l’on fasse rarement usage des coordonnées polaires dans les 
applications, il peut être utile de savoir évaluer l’aire des cour- 
bes rapportées à ce genre de coordonnées. 

Un se propose ordinairement dans ce cas de calculer le sec- 
teur compris entre un arc AB delà courbe et les rayons vec- 
teurs UA et OB menés à ses ex- 
trémités. Soit d’abord M un point 
quelconque de cet arc, et propo- 
sons-nous d’évaluer le secteur 
MUA. Si p et u sont les coordon- 
nées du point M, le secteur MUA 
est évidemment une fonction de u. 

Désignons par u cette fonction. 

Quand u croîtra de Au, h croîtra de ah ; et cet accroissement 
sera l’aire du secteur M'UM compris entre les rayons vecteurs 
UM = p et 0M' = p -t- Ap qui répondent à u et à u -F- Au. Qr, 
si l’on décrit du pôle Q comme centre les arcs Ml et M'II, on 
reconnaît que le secteur M'UM est compris entre les sectcuis 
circulaires MQI et M'OH, qui ont pour angle au centre Au. On 
a donc 

^ p s Au < Ali < j (p -I- Ap)’ Au , 
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1 , ^ AU _ 1 . 

2 P < ^ < 2 (p + ip) ' 


Si l’on fait tendre Ab> vers zéro, — tend vers ; en même 

Ab) fl b) 

1 

temps le dernier membre lend vers ^ p», puisque Ap tend vois 
zéro. A la limite, on doit donc avoir 


d'où 


du _ 1 , 
dû 2 p ' 

du = ^ p 1 rfb). 


Et si l’on intègre à partir de b> = AOX = a jusiju à 
b>=MOX, on trouve 


u = 


r'c, 1 
2 P* 


expression dans laquelle il restera à mettre pour p sa valeur en 
fonction de w tirée de l’équation de la courbe. 

Pour b) = B0X = J3, on aurait, en appelant U l’aire AOlî, 


U = 



P* r/b). 


* 14 . — Exemples. I. Prenons d'abord la spirale d’Arclii- 
mède, dont l’équalion est p — au; on aura, en comptant les 
aires à partir de b)=0, 


J ** 1 I 

ô a’ (o* diti = - a’ b) 3 , 
o - b 
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ce qu’on peut écrire 

1 \ , 

« = 5-- 2 P •<■>, 

c’est-à-dire que l’aire du secteur de spirale considéré est le 
tiers du secteur circulaire qui aurait pour rayon p et pour 
angle un centre w. 

II. Considérons en second lieu la| spirale logarithmique 

p =ae«. 

Nous aurons 

u — a 

expression facile à conslruire. 

On peut remarquer que si l’on prend pour limite — u> et 
zéro, on obtient 

H = (1— 0) = |n’. 

Ainsi l'aire indéfinie que décrit le rayon vecteur dans le sens 
des o> négatifs, lorsque la courbe tourne indéfiniment autour 
du pôle en s’en rapprochant d’aussi près qu’on voudra saus 
jamais l’at'eindre, a néanmoins une valeur finie. 


' Jo e2a,t ^ = ^2 a ' — 1) = ^ (r* — a> )i 


8 3. - CALCUL DE L'AIRE DES SURFACES COURBES 

*15. — On entend par l’aire d’une surface courbe fermée 
la limite vers laquelle tend une surface polyédrale inscrite ou 
circonscrite. On peut toujours imaginer un polyèdre à faces 
triangulaires inscrit dans la surface proposée ; et si , par 
chacun de scs sommets, on mène des plans tangents à la 
surface, on détermine un polyèdre circonscrit. Si l’on multi- 
plie indéfiniment le nombre des faces du polyèdre inscrit, cl, 
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par suite, celles du polyèdre circonscrit, les aires de ces deux 
polyèdres tendent vers une limite commune ; c'est cette limite 
qui est l'aire de la surface proposée. 

Si la surface, au lieu d’etre fermée, est terminée par un 
certain contour C, on peut concevoir qu’on ait pris sur ce 
contour un nombre indélini de points pour servir de sommets 
au polyèdre inscrit, et qui seront en meme temps les points de 
contact d’autant de faces du polyèdre circonscrit. Le polyèdre 
inscrit se terminera alors à une ligne brisée L inscrite au con- 
tour C, et le polyèdre circonscrit se terminera à une ligne bri- 
sée L' circonscrite au même contour. (En négligeant les infini- 
ment petits du troisième ordre, on peut toujours admettre 
que deux tangentes consécutives de ce contour se rencontrent.) 
Quand on multipliera indéfiniment le nombre des sommets du 
polyèdre inscrit, et, par suite, le nombre des faces du polyèdre 
circonscrit, les lignes brisées LelL' tendront vers le contourC, 
et les surfaces des deux polyèdres tendront vers une mémo 
limite, qui sera encore l’aire de la surface proposée. 

Il résulte de ces considérations que, dans une étendue in- 
finiment petite, aux environs d'un point pris sur la surface, 
cette surface peut être confondue avec son plan langent en ce 
point. 

On peut remarquer qu’on emploie des considérations du 
même genre dans la Géométrie élémentaire lorsqu’on regarde 
la surface latérale d'un c \ lindre comme la limite de celle d’un 
prisme, celle d’un cône comme la limite de celle d’une pyra- 
mide, ou celle d’une spbère comme la limite d’une série de 
surfaces de troncs de cônes engendrés par les côtés d’une 
ligne brisée. 

*•«. — Surfaces de révolution. Soit Aü la génératrice de 
la surface ; OX l’axe de révolution, AG cl 15D les traces des 
deux plans perpendiculaires à cet axe et qui limitent la surface 
à évaluer. On peut, à l’aide d'une série de plans perpendicu- 
laires à OX, diviser cct'e surface en zones élémentaires, telles 
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que colle qui serait engendrée par l’arc MM'. La corde de cet 
arc engendre la surface latérale d’un tronc de cône, dont la 

mesure est i . 2 r. (MP -4- M'P') .MM'. Si M' se rapproche in- 

M 


définiment du point M', la corde t 
MM' tendra vers l’arc élémentaire 


AT 

i 

ils, et la surface du tronc de cône 
tendra vers la zone élémentaire f/U 
de la surface considérée. 

A 

fil 


En même temps, si y représente 0 
l’ordonnée MP, l’ordonnée M'P' ou 

C 

P P' 
Fig. 43. 

X 


Il -I- Mj tendra vers y. On aura donc à la limite 
dU = 2 r. y ils ; 

et si a et h sont les abscisses qui répondent aux extrémités A 
et B de la génératrice, on en déduira 

(1) U = 2 z( y ds — 2- f ydxyjl+y' 1 . 

J a J a 

L’équation de la génératrice étant donnée par rapport aux 
axesOX etOV, on en tirera y et y', et l’on calculera l’intégrale 
définie qui forme le second membre de l’équation (1). 

*i*. — 1. Prenons pour premier exemple la zone sphérique. 
En plaçant l’origine au centre du cercle générateur, on aura 
pour l’équation de ce cercle 

x* H- y 1 = R’, 

d’où l’on tire 
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Substituant dans la formule (1), on obtient 

(2) U = 2;:J^Mr = 2TCR(& — a). 

Ce résultat est conforme à la Géométrie, car il exprime que 
l’aire d’une zone sphérique a pour mesure la circonférence 
2nR d’un grand cercle multipliée par la hauteur b — « de 
zone. 

II. On peut, comme exercice, calculer la surface engendrée 
parunccycloïde tournant autour de la droite sur laquelle roule 
le cercle générateur, c’est-à-dire autour de l’axe des x. On 
04 

trouvera U — — -R*, R désignant le rayon du cercle généra- 

ü 

leur. 

*i». — III. Nous prendrons encore pour exemple la surface 
de l 'ellipsoïde de révolution. Nous supposerons l'ellipsoïde 
aplati aux pôles, ce qui est le cas du globe terrestre ; c’est- 
à-dire que nous prendrons pour axe de révolution le petit axe. 
Nous pourrons écrire alors l’équation de l’ellipse génératrice 
sous la forme 


d’où 


x 1 

a* 



I, 



mais nous supposerons b > a, et nous poserons 

c* = à* — fl*. 


Nous aurons d’abord 


. ,, . ô‘x* n‘ />’-+- ù* r’x* 

I +»'• = 1 + -r 7f = - 


" !/ 


«V 
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(l’où 

V 'iTr = 

a* y 

et, en substituant dans l’équation (1), et ne prenant que la 
moitié de l’ellipsoïde, 


--.T 


b dx v«* 4- c’x* 2 


— </x y ; «‘ 4- C*X*. 


Pour effectuer l’intégration, nous poserons 

«* j- « j a* , 

x = — u, d ou dx = — du ; 

c c 

et, en substituant, 

2 sa* 6 /*“ 


U: 


du v/1 4- M* 


• - ~ (> b . i [log' (u 4- v'1 4- «’) 4 -hv I 4-n s ]> 
C 2t 


sans constante, attendu que l’aire doit s’annuler pour x = 0 
et, par conséquent, pour u = 0. Remettant pour u sa valeur 


ex 


, on trouve, après réductions, 


u=ïÇV (ï 


ex 4- y/fl‘ 4- c*x*\ xi» x\Ja % 4- è*x* 


«■ / a' 

Faisant enfin x = a et réduisant, on obtient 

L’aire de l’ellipsoïde entier en est le double, ou 


( 5 ) 


2xo* ù 


loiî 7 


(^) 


2-b‘ 
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Remarque. Cette formule doit redonner l’aire de la sphère 
quand on suppose b = a. Si l'on fait à la fois a = b et 
c = 0 , le premier terme de l’expression ( 5 ) prend la forme 
5. Mais le facteur variable de ce terme peut s’écrire, en regar- 
dant b comme constant, et mettant à part le facteur 2z6, 


(i ' ! — c*) , yi+£_\ 


I >’ — c* 1 , , b + c 
ou 2 ktf j-j , 


c’est-à-dire 


| ~ c [log' (» + «)“ lo 8' ( b ■+■ c ) - | c *< 5^- 

Pour c= Ü, le second terme disparaît. Le premier prend 
la forme - 0 ; mais, en remplaçant le numérateur elle dénomi- 
nateur par leurs dérivées ( 81 ), on trouve 


1 


1 


-y- 


i l pour c=0, il reste 


y. 2 ; 

2* *ï’ 0,1 b - 


La valeur de l’aire est donc 

2 - 6 ! -1- 2 ^ 6 ’, ou 4 - 6 ’, 

ce qui est bien l’aire de la sphère dont le rayon est 6. 

*19. — Surface quelconque donnée par son équation . — 
Soit ABC une surface courbe dont l’équation est 

(I) z=f(x,y). 

Par des plans DEF, D'E'F' parallèles au plan des zy, on la 
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décompose d’abord en zones élémentaires telles que DEE'D'; 
puis , par des plans 
MPP'M', NQQ'N', pa- 
rallèles au plan des 
îx, on subdivise cette 
zone en quadrilatè- 
res curvilignes, tels 
que MNN'M'. Si les 
distances telles que 
FF' et PQ deviennent 
infiniment petites, ces 
quadrilatères seront 
ce que l’on nomme les 
éléments de la surface Fi *- **• 

considérée, et la somme de ces éléments , prise entre les 
limites convenables, sera l’aire de cette surface. 

Concevons que l’on ait mené le plan tangent en M; les 
plans MPQN et M'P'Q'N' d’une part, et les plans MPP'M', et 
NQQ'N' de l’autre, détermineront sur ce plan tangent un 
quadrilatère qui sera la limite vers laquelle tend MNN'M'. Or, 
ce quadrilatère déterminé sur le plan tangent a pour projec- 
tion le rectangle PQQ' P'; en sorte que, si l’on appelle </ U 
l'élément MNN'M', ou le quadrilatère qui lui correspond sur 
le plan tangent, et y l’angle que ce plan langent fait avec le 
plan des x>j, on aura, par une propriété connue, 



rfü . cos y = PQQ'P' = dxdij, 

d’où 

JV=*ÎÊL. 

cos y 

Mais cos y a pour valeur (159) 

I 

cos y = T - ; ■- === - . 

V P 7 •+- I 
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les lettres p et q désignant les dérivées partielles de z prises 
par rapport à x et à y. Il vient donc 


r/U = dx dy y 1 p* -t- - 4 - ! , 


ou 


( 2 ) 


,iv=dxd, y , (s)'+(|)' 


4 - 1 . 


L’aire demandée est la somme des éléments représentés 
par ces formules, dans laquelle il faut supposer qu’on ait 

mis pour ^ et ~ leurs valeurs tirées de l’équation (1) de 

la surface. Mais, pour obtenir cette somme, il y a deux in- 
tégrations à faire. Si l’on fait d’abord la somme de tous les 
éléments compris dans la zone élémentaire DEED', x ne va- 
riera pas; mais il faudra faire varier y depuis y = 0, qui 
répond au plan des zx , jusqu’à l’ordonnée FE delà courbe Ali. 
Pour obtenir cette ordonnée, il faut, dans l'équation (1) de 
la surface, faire 3 = 0, et en tirer y en fonction de x , ce 
qui donnera une valeur de la formey = y(x). Cette première 
intégration, donnant l’aire de la zone DEE'I)', devra donc 
être faite depuis j/ = 0 jusqu’à y = f (x). C’cst-à-dirc que l’on 
prendra d’abord l’intégrale indéfinie, en y regardant x comme 
constant; et, pour avoir l’intégrale définie, on remplacera 
successivement y par ç (x) et par zéro, puis l’on retranchera 
le second résultat du premier. Le résultat de ce calcul sera 
une fonction dex, multipliée par le facteur dx. 

Il faudra ensuite faire la somme de toutes les zones élémen- 
taires analogues ; pour cela, il faudra faire une seconde in- 
tégration par rapport à x, et dont les limites seront x = 0, 
qui répond au plan des zy, et x = OA =«, qui répond au 
point A. Le résultat de ce calcul sera faire de la portion de 
la surface comprise dans le premier angle des plans coor- 


Digitized by Google 


APPLICATION DU CALCUL DES INTÉGRALES DÉFINIES. 209 
donnes. On le représente par Vintéijrale double 


(3) K = f‘dx Jf\ y' (|)’+(^) ,+ 1 • 

ou bien 


"-rrw©*©' 


Plus généralement, et c’est notamment ce qui arrive quand 
la surface ne coupe pas les plans coordonnés , on se propose 
d'obtenir l’aire de la partie de cette surface qui se projette 
sur le plan des xy, entre les deux courbes ayant pour 
équation 

y =+(*), et !/=?(*), 

et qui peuvent être deux branches d’une même courbe, et les 
deux parallèles à l'axe des y, qui ont pour équations 

x= a, et x — b. 

On écrit alors 


(4) 




Et pour faire ce calcul il faut, comme ci-dessus: 1“ rem- 
placer^ et par leurs valeurs tirées de l’équation (1) de la 

surface; 2° intégrer une première fois en regardant x comme 
constant; remplacer ensuite y par les limites ç (x) et <|) (x), et 
soustraire le second résultat du premier; 3" intégrer de nou- 
veau par rapport à x ; et remplacer enfin x par les limites b 
et a, et soustraire le second résultat du premier. 


**«. — Nous nous proposons, par exemple, d’évaluer l'aire 
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de la portion de la surface 


(5) 


2 (x+y)' 

V' 


qui se projette entre la droite x -+- y = 5, et les axes des x 
et des y. 

On tire d'abord de l’équation (5) 


(h /x -4- ( / . (h . ix ■+• 

dx — y 2 ’ P 

Il vient donc, en appelant U l’aire cherchée, 

r 3 ( % j-x 

U = / I (/x r/y v' x -t- y -t- 1 • 

J O J 0 

L’intégrale délinie prise par rapport à y est 


II 


| (x + y 4-1)*; 


si l’on met pour y les valeurs 3 — x et 0, et qu’on retranche 
le second résultat du premier, on obtient 




Multipliant par dx, et intégrant de nouveau entre les limites 
Ü et 3, on trouve 


3 \ 5 / ô o 


ou, en effectuant, 


IIG , 

I > ^ Oll / ) l 00- 


Ce genre de calcul se rencontre rar ment dans les appli- 
cations. 
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S 4. — CALCUL DES VOLUMES TERMINÉS PAR DES SURFACES COURBES. 

«1. — Volumes terminés par des surfaces de révolution. 
Soit AB la génératrice de la surface, OX l'axe de révolution, 
OY un axe perpendiculaire au pre- Y 
mier, AA' et BB' les traces de deux 
plans perpendiculaires à l’axe OX, 
et limitant le volume qu’on se pro. 
pose d’évaluer. On suppose la courbe 
AB donnée par son équation 

Fig. 43. 

(i) y = /■(*)• 

Menons une ordonnée quelconque MP, et par cette ordon- 
née faisons passer un plan perpendiculaire à l’axe de révo- 
lulion. Désignons par V le volume compris entre les plans MP 
et AA' ; ce volume sera une fonction de l’abscisse x du point M. 

Si l’on suppose que le point M se transporte en M', et que 
OP ou x augmente de PP' ou ax, le volume V s’accroîtra du 
volume élémentaire aV engendré par le trapèze curvi- 
ligne MPP'M'. Mais, si l'on mène MI et M'U parallèles à OX, il 
est aisé de voir que le volume engendré par ce trapèze est 
compris entre les volumes engendrés par les rectangles MPP'I 
et HPP'M', lesquels sont des cylindres ayant respectivement 
pour mesure 

r.y'\x, et x(i/ + Aÿ)*AX. 

On a donc 

xÿ’AX < AV < x (ÿ -+- A yY XX, 

d’où 

*!/* < < " (y + *!/)’• 
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, AV 

Mais si l’on fait tendre ax vers zéro, — tendra vers la dé- 

’ AX 


f/V 

rivée de V par rapport à x, c est-à-dire vers ^ ; en même 


temps y + ày tendra vers y, et les membres extrêmes des 
inégalités ci-dessus tendront à devenir égaux; on aura donc, 
à la limite 



d’où 


d\ = -y* dx, 


et par conséquent 

(2) V=zJ^ tfdx, 

en appelant a l’abscisse du point A. 

Pour avoir la valeur comprise entre les plans AA' et BB', il 
suffira de remplacer la limite x de l’intégrale définie (2) par 
l'abscisse du point B, que nous désignerons par 6. Nous au- 
rons ainsi 



Et, pour effectuer le calcul, il suffira de remplacer y par sa 
valeur tirée de l’équation ( I) de la génératrice, et d’effectuer 
l'intégration entre les limites indiquées. 

Remarque. — La figure suppose l'ordonnée y croissante; si 
elle était décroissante, les mêmes raisonnements subsiste- 
raient ; il n’y aurait de changé que le sens des inégalités qui 
nous ont servi de point de départ. 

***. 1. — Nous appliquerons d’abord la formule (3) à l’el- 
lipsoïde de révolution. L’axe de révolution étant, par exemple, 
le grand axe, et le centre étant pris pour origine, on aura 

, b ', , 
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et, par suite, 



II. Nous prendrons pour second exemple le paraboloïde 
de révolution, terminé par un plan perpendiculaire à l’axe 
de la parabole, qui est l’axe de révolution. 

En metlant l'origine au sommet, on aura 

V* — "2px , 

et, par suite, 

C x \ 

(5) V = r.2 pi xdx = ic. p .*• = jr K.ÿ*x, 

Jo * 

c’est-à-dire que ce volume est la moitié du cjlindrc qui a pour 
rayon y cl pour hauteur x. 

III. On peut, comme exercice, appliquer la formule (3) au 
volume engendré parla cvcloïde tournant autour de la droite 
sur laquelle roule le cercle générateur, c’est-à-dire autour de 
l’axe des x. On trouvera 

V= 5*» R 5 , 


R désignant le rayon du cercle générateur. 

** 3 . — Volume de /’ ellipsoïde à trois axes inégaux. Ce vo 
lume peut être obtenu par une seule intégration, en remar 


quant que, dans l’ellipsoïde, 
toutes les sections parallèles 
sont des ellipses semblables. 
Soit OABC la portion de l’el- 
lipsoïde comprise dans le 
premier angle des axes ; 
soient OA = a , OR =. b , 
OC = c les trois demi-axes. 
Menons deux plans très-voi- 
sins MNP, M'NT' parallèles 


z | 



Fift. 46. 

JS 
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au plan des zy ; ils comprendront entre eux un élément aV du 
volume que nous cherchons. Or, ce volume est compris entre 
les deux cylindres à base elliptique qui ont pour hauteur 
commune PP' ou ax, et pour base l'un l’ellipse MNP, dont un 
quadrant seulement est représenté sur la figure, l’autre l'el- 
lipse M'N''P'. Si l’on fait tendre PP' vers zéro, ces deux cylin- 
dres tendront l’un vers l'autre ; il en sera donc de même de 
l’élément aV compris entre eux ; et à la limite on pourra 
écrire 

d\ — ellipse MNP x <lx 

Si Q désigne l’ellipse CBO, et w l’ellipse MNP, on a, à cause 
de leur similitude, 

g) : û=mp’ : "üc*, 

d’où, en désignant MP par s, 


Par conséquent 


u = û 


A» 



(IV = - z'dx. 
c * 


Mettons pour 3* sa valeur en x tirée de l’équation de l'el- 
lipse AC, et intégrons entre les limites — a et -I- a, il 
viendra 


V== 


? s*’ 



MaisQ = xùc. 11 vient donc enfin 


( 6 ) \-trMbc. 

o 

On peut suivre la même marche pour obtenir le volume 
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d’un segment de paraboloïde elliptique, terminé par un plan 
perpendiculaire à son axe principal. Si son équation est 

y * a* 

2p i lq~ X ' 

on trouvera pour l'expression du volume dont il s’agit 



c’est la moitié du cylindre ayant pour base la même ellipse 
kijz, et la même hauteur x. 

*t4. Volume terminé par une surface quelconque dont on a 
l'équation. Reportons-nous à la figure et aux notations du 
n° 219. En employant le même mode de décomposition, on 
divisera le volume demandé en éléments prismatiques tels que 
MNN'M'PQQ'P. Soient s' la plus grande et s" la plus petite des 
quatre ordonnées MP, M'P', NQ, N'Q' ; l'élément de volume 
considéré aV sera évidemment compris entre les deux prismes 
qui ont pour base commune PQQ'P' et pour hauteur l’un *', 
l’autre a", prismes qui ont pour mesure z’ &xày et z" sx \y. 
Mais si ax et &y tendent simultanément vers zéro, z’ et s" ten- 
dront vers l’ordonnée du point M, c’est-à-dire vers* ; on aura 
donc à la limite 

d\ = zdxdy, 

et la somme de tous les éléments analogues à dV, prise entre 
les limites convenables, sera le volume V que l’on se propose 
d’obtenir. 

Pour trouver cette somme, on aura deux intégrations à effec- 
tuer, comme au n° 219. 

Dans le cas de la figure, on aura 

(7) V = I zdxdy , 

J a Jn 
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ç (x) désignant l’ordonnce de la courbe AB, et « la lon- 
gueur OA. 

Si le volume cherché est compris entre les cylindres ayant 
pour équation y=ty(x) et y — ^(x), et les plans x=<i, 
x = b, ou devra écrire 



Pour effectuer le calcul indiqué, on remplacera d'abord 2 par 
sa valeur tirée de l équation de la surface; on intégrera par 
rapport à y en regardant d'abord x comme constant, et, dans 
l'intégrale indéfinie obtenue, on remplacera y par les limites 
ç(x) et (x) et l’on retranchera le second résultat du premier. 
On obtiendra ainsi une fonction dex, que l’on multipliera par 
dx, et l'on intégrera par rapport à x, entre les limites a et b; 
ce qui donnera le volume que l'on cherche. 

11 est important de se bien pénétrer du sens qu'il faut atta- 
cher à une iuléyrale double, telle que la formule (8) , sens 
qui est explique par la règle dont nous venons de donner le 
détail. 

Remvmques. f. Comme 2 peut être considéré comme l’inté- 
grale de dz, on écrit quelquefois la valeur du volume Y sous la 
forme 



dx dy dz. 


On a alors ce que l’on appelle une intégrale triple. On in- 
tègre une première fois par rapport à 2, et l’on met pour 2 les 
limites f(x, y) et zéro, et l’on retranche; on intègre une se- 
conde fois par rapport à y, et l’on inet pour y scs limites 9 (x) 
et <|/ (x), et l’on retranche ; on intègre enfin, une troisième 
fois, par rapport àx ; on met pour x ses limites b et a, et l’on 
retranche. 
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Il est rare qu'on ait à effectuer un calcul de ce genre pour 
le besoin des applications. 

II. Le volume, au lieu d’être limité inférieurement par le 
plan des xy , pourrait l'être par une autre surface donnée 
i = f l (x, y). Les limiles de z, au lieu d’être f(x, y) et zéro, 
seraient alors f{x,y) et /', (x, y). Cela ne changerait rien à la 
marche du calcul. 

**5. — Proposons-nous, comme exemple, de calculer le 
volume compris entre la surface qui a pour équation s = xy*, 
le plan des xy, les cylindres représentés par les deux équa- 
tions y — — yjlpx et y = — y 2 px , et les deux plans qui 
ont pour équation x=0 et x = «. Nous aurons 


a 4 -yÜJjwr 

. xy l . r/x 


<ly. 


L’intégration par rapport à y donne 


g x . y 5 4- const. ; 


et, en substituant à y ses limites, et faisant la soustraction , 


^ x . 2 (2px)‘ ou ? (2 />)’ . x'. 


Multipliant pardx et intégrant de 0 à a, on obtient 



ou 


4 

21 


( 2 paÿ • «*, 


ou, en nommant b l’ordonnée de la parabole y'=2px qui 
répond à l’abscisse a, 


V = 
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**e. — Calcul des volumes par approximation. Lorsque les 
intégrations nécessaires pour obtenir le volume d’un corps ne 

peuvent pas s'effec- 
tuer, ou lorsque le 
corps a une forme ir- 
régulière qui se re- 
fuse à toute définition 
géométrique, ce vo- 
lume ne peut s’ob- 
tenir que par approxi- 
mation. Afind’ en don- 
ner un exemple, nous 
supposerons qu’il s’a- 
gisse d’obtenir le volume d’un monticule de terre donné par 
son contour apparent sur le plan vertical de projeclion et par 
la projeclion horizontale de ses courbes de niveau. 

Concevons qu’on ait divisé ce volume par des plans horizon- 
taux en tranches très-minces ; et soit M'N'T'Q'. MNPQ l une de 
ces tranches. Désignons par w l’aire de la section M'N', MN, 
par s sa distance au plan horizontal de projeclion ; soit A3 la 
distance des plans M'N' et P'Q'; w — Au Paire de la section 
D'OS PQ- ha tranche considérée, dont nous représenterons le 
volume par aV, sera comprise entre les deux cylindres qui 
ont pour hauteur commune A3 et pour bases octo — Am ; on 
a donc 

(1)A3 > AV > (u> — A( 1 >) A3 , 

d’où 

iû > — >0) — Au) . 

A3 

Mais si A3 tend vers zéro, les membres extrêmes tendent à 

aV 

devenir égaux tous deux à u ; en même temps — tend vers 



Digitized by Googl 


application du calcul des INTÉGRALES DÉFINIES. 270 


t- ; on a donc à la limite 
rfz 

t- = (o , d’où dV=ü>dz, 
az 

et, par conséquent, si h désigne la hauteur totale du monti- 
cule, 



Comme w n’est pas donné en fonction de z, on fera usage 
delà formule de Th. Simpson (196). On divisera la hauteur h 
en un nombre pair n de parties égales ; par tous les points de 
division on mènera des plans horizontaux, qui détermineront 
dans le monticule autant de sections, que nous représente- 
rons, en les numérotant à partir du bas, par w 0 , w,, w, ... u„; 
en vertu de la formule citée, on aura donc 

(9) ' =5jj [( u o+<*>ii) + 4 

Dans cette formule w, est nul , et nous ne l’avons conservé 
que pour la sjmétrie. 

Comme les aires «o,, w„ ... ne peuvent être elles-mêmes 
obtenues que par approximation, l'emploi de la formule (9) 
est assez pénible. Mais comme, dans les questions où l’on a 
recours à cette méthode, dans les questions de terrassements 
et de transport des terres par exemple, une exactitude rigou- 
reuse n'est pas nécessaire, on a soin de ne pas prendre le 
nombre n trop grand, afin de ne pas avoir un trop grand 
nombre de sections à déterminer ; et, toutes les fois que cela 
est possible, on se sert des courbes de niveau déjà figurées su r 
le plan du terrain. 
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IV. I)FJ» ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ET DE LEUR INTÉGRATION. 

§ I. DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 


st?. — On appelle équation différentielle toute équation 
qui contient, indépendamment des variables, leurs différen- 
tielles ou leurs dérivées d’ordre quelconque. 

Les équations différentielles que l'on rencontre le plus fré- 
quemment dans les applications, sont celles qui ne renfer- 
ment que deux variables, dont l’une est considérée comme 
indépendante, et les dérivées de la première par rapport à 
cette variable indépendante. Ce sont les équations différen- 
tielles ordinaires. 

Ou rencontre aussi des équations différentielles renfer- 
mant plusieurs variables, dont une seule indépendante, et les 
dérivées des premières par rapport à celles-ci ; par exemple, 
quatre variables x, y, z, t, elles dérivées dex, dey et de z par 
rapport à t. Ces équations se présentent alors par groupes et 
forment ce que. l’on appelle un système d’équations différen- 
tielles simultanées. 

On peut avoir à déterminer une fonction de plusieurs va- 
riables indépendantes, deux par exemple, connaissant la dif- 
férentielle totale de cette fonction exprimée, soit à l’aide des 
variables indépendantes seulement, soit à l’aide de ces varia- 
bles et de la fonction elle-même. C’est ce que l’on appelle 
une équation aux différentielles totales. 

Enfin, on peut avoir à traiter des équations différentielles 
renfermant trois variables, dont une fonction des deux autres, 
et les dérivées partielles de la première par rapport à ces 
deux autres; c’est ce que l’on appelle improprement une 
équation aux différences partielles. 

**8. — Intégrer une équation différentielle, c’est remonter 
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de cette équation entre les variables et leurs dérivées à la re- 
lation primitive qui lie les variables elles-mêmes. Celle rela- 
tion primitive est dite Y équation intégrale de l’équation diffé- 
rentielle proposée. Ainsi l’équation différentielle 

y) ■+■ y'f » (•£> y)=o 

a pour intégrale 

f ( x , i/) = constante. 


De même que l'on démontre en algèbre que toute équation 
a une racine , on démontre, dans le calcul intégral, que toute 
équation différentielle a son équation intégrale. Mais la dé- 
monstration de cette proposition peut être omise dans une 
première étude, et nous renverrons, à cet égard, aux traités 
spéciaux, et particulièrement au Cours de calcul différentiel et 
intégral de M. Serret, tome II, page 553 et suivantes. 


**». — Les équations différentielles ordinaires se classent 
entre elles d après 1 ordre le plus élevé des dérivées qui y en- 
trent. Si, par exemple, il s’agit d’une équation différentielle 
entre deux variables x et y, elle sera dite du premier ordre 
si elle contient y', du second ordre si elle contient y", du 
troisième ordre si elle contient y"’, et ainsi de suite. 

Il en est de même pour les systèmes d’équations différen- 
tielles simultanées. 

Il en est de même encore pour les équations aux différences 
partielles. Si, par exemple, il s’agit d'une équation aux dif- 
férences partielles entre trois variables x, y, z, dont l’une z 
est fonction des deux autres, elle sera dite du premier ordre, 
si elle renferme les dérivées partielles du premier ordre 
d% dz 

-r- ou ; elle sera du second ordre, si elle renferme les de- 
ux dy 


rivées partielles du second ordre , -t^t- « ou ^ ; et de 
r dx* dx dy ’ dy ’ 

même pour les ordres supérieurs. 


tF Z 
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Nous nous occuperons d’abord de l’intégration des équa- 
tions différentielles ordinaires, en commençant par le pre- 
mier ordre. 

S a. — DE L’INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
ORDINAIRES DU PREMIER ORDRE, A DEUX VARIABLES. 

t*o. — On a vu, dans le calcul différentiel (31), que si 
l'on a une équation entre deux variables x et y, telle que 
ces variables y soient séparées, comme dans l’équation 

(1) ? (y) = 4* *)» 

on en tire par la différentiation 

(2) (y) dy=ÿ {x)dx, 

c’est-à-dire que l’on peut égaler les différentielles des deux 
membres. Réciproquement, sil'on aune équation différentielle 
telle que l’équation (2), dans laquelle les variables sont sépa- 
rées, elle exprime que les différentielles des fondions primitives 
ç et sont constamment égales, et que par conséquent ces 
fonctions croissent de quantités toujours égales, d’où il ré- 
sulte que leur différence ne change pas, ou, en d’aulres ter- 
mes, que ces fonctions primitives ne peuvent différer que par 
une constante. On peut donc déduire de l’cquation différen- 
tielle (2) la relation 

(3) ? (f) = Ÿ (*) + C, 

C désignant une constante arbitraire. La relation (3) est l’in- 
tégrale de l’équation différentielle (2). 

On voit que lorsque, dans une équation différentielle du 
premier ordre à deux variables, ces variables sont séparées, il 
suffit, pour obtenir l’équation intégrale, d’intégrer séparément 
les deux membres, et d’ajouter d l'un d'eux une constante 
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arbitraire. La relation ainsi obtenue est Y intégrale générale ; 
si l'on attribue une valeur particulière à la constante arbi- 
traire, on obtient ce que l’on appelle une intégrale particulière. 
Soit, par exemple, l’équation différentielle très-simple 

(4) ^ = mdx, 

v y 

on en tirera 

log , .t/=mx-|-C, 

d’où 

(5) y = e mr+c , ou y — Ae m ‘, 

en posant A = e c . Si l’on attribue à A des valeurs particu- 
lières, on aura autant d’intégrales particulières de l’équation 
différentielle (4) ; et la relation (5) sera l’intégrale générale. 

*3i. — La première chose à faire pour intégrer une équa- 
tion différentielle du premier ordre à deux variables est donc 
de séparer les variables s’il est possible. Il suffit le plus sou- 
vent pour cela de transformations algébriques analogues à 
celles qu’on fait subir aux équations du premier degré, qu’on 
veut résoudre, c'est-à-dirc que l’on réunit en un seul tous les 
termes qui contiennent le facteur dy, et en un seul aussi tous 
ceux qui contiennent le facteur </x; il ne saurait y avoir de 
terme indépendant de dy et de dx, car il faut pour l’homo- 
généité que tous les termes soient infiniment petits. En divi- 
sant ou en multipliant alors par un facteur convenable, on 
mettra l’équation sous la forme (2), et les variables seront 
séparées. 

Soit donnée, par exemple, l’équation différentielle 
x dy — y dx = dy v'I+i' -+- dx y/1 -+- y*, 
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on la mettra sous la forme 


dy dx 

t/ -H l-H !/’ X— y/l-4-x’ 


Pour intégrer ensuite chaque membre, il suffira de multi- 
plier et de diviser le premier par y — -L-ÿ* , et le second 

par x + vT-f-x’; nous ne nous arrêterons pas à achever ce 
calcul. 

On peut remarquer que les variables se séparent immédia- 
tement quand l'équation différentielle est de la forme 


car on en tire 


»' = ?(*) ■*(»). 


dy_ 
* (y) 


ç(x)dx. 


Si, par exemple, on avait à intégrer 


!/'=*’ (1 -M/), 

on obtiendrait d’abord 


j ~ — =x*dx ; 

i+y' 

et, en effectuant les intégrations, 


\ 

arc tang y = = x* -+- consl . 

O 


Toutes les fois qu’on a réussi à séparer les variables, la ques- 
tion est dite ramenée aux quadratures , parce qu’on n’a plus à 
effectuer que des intégrations analogues à celles qu’il faut 
exécuter pour calculer faire d’une courbe. 

«st. — Quand l’équation différentielle proposée est homo- 
gène en x ctj/, c’est-à-dire quand tous les facteurs qui multi- 
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plient soit dx, soit dy , sont du même degré, on parvient aisé- 
ment à séparer les variables en posant y = ux, n désignant 
une variable auxiliaire. 

Soit 

? (x, t/) dx- hty(x, y) dy — 0, 

l’équation différentielle proposée, dans laquelle les fonctions <f 
etijisont supposées homogènes et du degré m. En mettant ux à 
la place de y , ces fonctions acquerront le fadeur x m , que l'on 
pourra supprimer; et, en remplaçant dy par sa valoir 

m dx -t- x du, 

il viendra 

ç(l, k) m) (udx + xdu) = 0, 

d'où l’on tire 


<Jx ty(\,n).du) 

X ' ?(!,«) (i , «) 

équation dans laquelle les variables sont séparées. 
Prenons pour exemple l'équation 

x dy — y dx = dx \ x* -t- y* ; 
on la transforme en 

dx du 

*" ' \TT7' ' 

d’où 

log' x = log' (u H- \/ | -t- H*) 4- const . , 
ou, en désignant par c une constante, 


- = n -h y I -t- u a 
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équation qui revient à 

x* — 2c y — c , =0. 

L’équation différentielle proposée résulte, en effet, de l’éli- 
mination de la constante c entre celte relation et sa différen- 
tielle. 

tss. — On sépare encore les variables quand l’équation 
différentielle proposée est linéaire par rapport à y' et à y, c’est- 
à-dire lorsque ces deux quantités n’y entrent qu’au premier 
degré et n’y sont point multipliées entre elles. Une équation 
de ce genre peut toujours se mettre sous la forme 

(1) y'-+-î/ ?(*)=/*(*)■ 

On pose alors 

(2) >J = uv, 

u et v étant deux fonctions indéterminées de x. On en dé- 
duit 

dy—u dv 4- v du , 

et, en substituant dans l’équation (1 ), après avoir multiplié 
par dx, 

(4) udv-t- v du 4- uv ? (x) dx — f (x) dx . 

On voit alors que l’on peut satisfaire à cette relation en 
posant séparément 

(4) tidv = f(x) dx 

et 

(5) r/u — t— m ç (x) dx = 0. 

La relation (5), mise sous la forme 

~ i(x) dx — 0 , 
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donne, en intégrant, 

log' . u -4- J' <f(x)dx=. const. 

ou, en désignant par X l’intégrale J ç (x) dx , dans laquelle 
on peut faire entrer la constanle, 

lug' . u -H X = 0 , 

d’où 

u = e ~ x . 

Mettant pour u cette valeur dans la relation (4), on obtient 
e~ x . dv = f(x) ou dv = e x f(x) dx, 

d’où 

( 6 ) V= J e ' • 

Par suite, il vient 

(7) y = e~ x . Jff(x)dx. 

Cette méthode conduira donc à l’intégrale cherchée toutes 
les fois que l’on pourra effectuer les deux quadratures expri- 
mées par X = J <f(x) dx, et par l’équation ((3). 

Prenons pour exemple l’équation 

tj' + y=—ax. 

On aura ici 

ç(x) = l et /’(x) = — ox; 
par conséquent 

X = J 1 . dx=x, 
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v = — I e*. nxdx=a(i — x)e* -+-C. 

Par suite 

y = e-‘ . [n (1 — x)e*-4-C], 


y = a (1 — x) C e ~* . 

234. — On ramène au cas précédent l’équation différen- 
tielle 

'j’ + 'J? (*) = 'ff (*)• 

Pour cela, on pose 

y — «*, d où y' = k m* _i . u', 
et, en substituant, 

-+- U*? 1 #) =u tn f(x), 
puis en divisant par A it* - ', 

»' ■+..!£! = »*-«. Of!. 

K K 

Pour <|ue celte équation devienne de même forme que 
l’équation (i) du numéro précédent, il suffit que l'on ait 

kn — À* — t— i = 0 , 


ti — 1 

*35. — La séparation des variables n'est pas le seul pro- 
cédé qui puisse cire mis en usage pour intégrer les équations 
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diffé rent ici les du premier ordre à deux variables. Une pareille 
équation peut toujours être mise sous la forme 

(\) Mdx-|-N (lx= 0, 

M et N étant des fonctions de x et de y. Or il peut se faire 
que le premier membre de cette équation soit la différentielle 
exacte d’une fonction des deux variables x et y, considérées 
comme indépendantes. Si f(x,y) est cette fonction, l'intégrale 
générale cherchée est alors 

/'(x, y) = const. 

Soit, par exemple, l’équation différentielle 

xdy-ydx = () 
v ’ x’ -+- y' 

On reconnaît que le premier membre est la différentielle 
exacte de l’arc dont la tangente est ~ ; on aura donc l’inté- 
grale générale en posant 

arc lang - = const. , 

X 

ce qui revient à t c désignant une constante arbi- 
traire. 

Mais pour que le premier membre de l’équation (L) soit une 
différentielle exacte, il faut (55) que la dérivée de M par rap- 
port à y soit égale à la dérivée de N par rapport à x ; car M 
et N sont les dérivées partielles du premier ordre de la fonc- 
tion f. 

Cette condition est remplie par l’équation (2). Or elle ne 
le serait pas par l’équation plus simple 

(5) xtly — ydx = 0, 

19 
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puisque la dérivée de x par rapport' à x est -t- 1 , tandis que 
la dérivée de — y par rapport à y pal — 1 . Le premier membre 
de l’équation (5) n’est donc pas la différentielle exacte d’une 
fonction des deux variables x et y. Mais on la rendrait diffé- 
rentielle exacte en multipliant le premier membre par le fac- 
\ 

leur . On démontre uu’il existe toujours un facteur 

x* -t -y 1 

propre à rendre M dx -t- N dy une différentielle exacte; mais la 
recherche de ce facteur dépend de l’intégration d’une équa- 
tion aux différences partielles, c’est-à-dire d’un calcul plus 
difficile que le calcul directement proposé. 

D’ailleurs, les exemples simples que l’on donne d’ordinaire 
peuvent toujours se traiter par la séparation des variables. 
Nous n’insisterons donc pas sur la méthode du facteur propre 
à rendre le premier membre de (1 ) intégrable. 

tse. — Lorsque aucune des méthodes précédemment expo- 
sées ne peut réussir, on peut, pour se faire une idée de 
l’équation intégrale que l’on cherche, avoir recours à un pro- 
cédé graphique qui, bien qu’il ne soit qu’assez grossièrement 
approximatif, rend parfois de» services dans les applica- 
tions. 

L’équation différentielle proposée peut toujours être mise 
sous la forme 


( 1 ) */' = /•(*,!/)• 

Or l’équation intégrale cherchée peut être regardée comme 

l’équation d une courbe, et la 
relation (1 (donne alors la valeur 
du coefficient angulaire de la 
tangente à celle courbe au point 
qui a pour coordonnées x, y. 

fêla posé, ayant tracé deux 
axes rectangulaires OX et OY, 
on mènera une série de droites Ht, cC, i/I), cE, fV, équidis- 


I r 1 I*» 

H 


J » / ' . 

F' ' 


! i 


• T, 
T. 


Il b C d r r 

Fis. I*. 
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tantes et parallèles à l’axe des y. Puis on prendra sur l'axe 
des y un point arbitraire A, à une distance t/ 0 de l’origine, et 
on admettra que la courbe cherchée passe par ce point A. On 
mettra dans le second membre de l’équation (1) les valeurs 
je =0 et ÿ = j/ 0 qui sont les coordonnées du point A ; cette 
équation donnera alors l’inclinaison de la tangente en A à la 
courbe; et l’on pourra tracer cette tangente AT,. Son équation est 

(2) y — y.— /( 0,y,).s. 

Soit h l’intervalle de deux parallèles consécutives à l’axe 
des y. L'abscisse du point B où la tangente AT„ coupe 6B 
sera h, et l’on obtiendra son ordonnée en faisant x — h dans 
l'équation (2) . Soit y, celte ordonnée. En négligeant les quan- 
tités très-petites du second ordre, on pourra regarder le 
point B comme étant sur la courbe cherchée. On fera x — h 
et j/ = ÿ, dans la relation (1), qui donnera l'inclinaison de 
la tangente en B ; et l’on pourra tracer celle tangente BT,. Son 
équation sera 

( 3 ) — = y t )-(x — k). 

L’abscisse du point G où cette tangente coupe cC sera 2 h, 
et l’on obtiendra son ordonnée en faisani x=2h dans l’équa- 
tion (5). Soit y t celte ordonnée. On admettra, comme ci-des- 
sus, que le point C appartient à la courbe cherchée. On fera 
x=2 h et y = y t dans la relation (1), qui donnera l’inclinai- 
son de la tangente en C ; et l’on pourra tracer cette tangente 
CT,. Son équation sera 

(*) y-y, = f(2h,y t )(x-2h). 

L’abscisse du point 1) où cette tangente coupe </D sera ?)h, 
cl l’on obtiendra son ordonnée en faisantx = 3/i dans l'équa- 
tion (4). On admettra encore que le point D est sur la courbe 
cherchée. En continuant ainsi, on obtiendra une ligne brisée 
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ABCDEF... qui approchera d'autant plus de la courbe cher- 
chée que l'intervalle h aura été choisi plus petit, et qui, dans 
beaucoup de cas, donnera une idée suffisante de la forme de 
la courbe. J. e choix arbitraire que l’on fait du point A tient 
lien dans cette opération de la constante arbitraire qui doit 
entrer dans l’équation intégrale. 

Si l’ordonnée devenait infinie, la construction serait en dé- 
faut ; maison peut faire disparaître eet'c circonstance en ren- 
versant l’équation (1) et activant 

k tlx ' . 1 

(5 -7- = *=jr; ;• 

Au lieu de parallèles à l’axe des y, on emploierait alors des 
parallèles à l’axe des x. En employant avec discernement ces 
deux moyens, on peut presque toujours avoir, par aperçu, la 
forme de la courbe cherchée dans la région où l’on a intérêt à 
la connaître. 

ta». — Une équation différentielle du premier ordre à deux 
variables peut être d'un degré supérieur au premier. Si, par 
exemple, elle ne contient que la première dérivée y', mais que 
cette dérivée y entre au second degré, l’équation différentielle 
sera du premier ordre, mais duscrond degré. 

Dans ce cas, ce qu’il y a de plus simple à faire est de ré- 
soudre l’équation par rapport à y' ; on obtiendra ainsi deux 
équations séparées du premier degré, que l’on intégrera sépa- 
rément, s’il est possible, par l’une des méthodes exposées ci- 
dessus. On obtiendra ainsi deux équations intégrales telles 
que 

(I) y — f t (x, c,)=0 et y — f t (x,c,) = 0, 

c, et r, désignant des constantes arbitraires. Et l’intégrale 
générale sera le produit de ces deux équations membre à 
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membre, savoir: 

(2) [y - f, (J, e,)j [ÿ - f, (x, c,)] = 0 ; 

car en différentiaut crllc-ci, on obtient 

I l!/-/ , .(*» c .)l W- 

( -+- lu- f, (x.f,)] \ÿ—f,‘ 'i.x, c. )!=o. 

relation qui est évidemment satisfaite, soit que l'on adopte la 
solution 

V — f, (*, O = () t 

d’où 

y' — fi fx,r t ) = (>, 

soit qu’on adopte la solution 

y— 

d’où 

y' — r.'- r . c .)=o. 

On peut même remarquer que l’on ne diminue pas la géné- 
ralité de l'intégrale (3) en supposant c, =c,, attendu que ces 
deux constantes n’entrent jamais à la fois dans la solution que 
l’on choisit. 

Soit proposée, par exemple, l’équation 


ÿ* — 2ai/' -+- a sin* x=0 ; 


on en tirera 

»/'=a ± a y 1 — sin ! x = «(l ± cosx), 
d'où, en intégrant, 

y =(ix 4- c zt asinx. 
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2Ü4 

L’intégrale générale sera donc 


(y — ax — c — asinx) (y — ax — c 4 -asinx) = 0 


ou 


(y — ax — c)’ — a * sin* x — 0. 


Si l'équation différentielle proposée était du degré n en y', 
on verrait de même qu'on obtient l’intégrale générale en dé- 
terminant les n valeurs de y', intégrant les n équations dif- 
férentielles du premier degré ainsi obtenues, passant tous les 
termes de chacune dans le premier membre, et multipliant 
membre à membre toutes ces équations, dans lesquelles il est 
permis, sans diminuer pour cela la généralité de l'équation 
intégrale, de représenter les constantes arbitraires par une 
même lettre. Mais on rencontre rarement, dans les applica- 
tions, une équation différentielle d’un degré supérieur au se- 
cond. 

Lorsque l'équation différentielle ne peut être résolue par 
rapport à y', ou lorsque les équations différentielles du premier 
degré en y' que l’on en lire ne peuvent être intégrées, l'inté- 
grale générale ne peut être obtenue, sauf les cas particuliers 
où l’on peut avoir recours à quelque artifice que l’habitude du 
calcul suggère. On en trouvera des exemples dans les traités 
plus étendus. 

* 38 . — 11 peut arriver qu'une équation différentielle du 
premier ordre à deux variables soit satisfaite par une relation 
entre ces variables tout à fait distincte de l'intégrale générale; 
et ne pouvant pas s'en déduire ; ce n’est point alors une inté- 
grale particulière, et on lui donne le nom de solution singu- 
lière \ 


* Quelques auteurs adoptent le nom de solution particulière; mais, 
dans ce cas, il faut éviter de confondre ce nom avec l'expression d'inté- 
grale particulière. 
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Quelques considérations géométriques feront comprendre 
l’origine de ces solutions. 

Soit 

(«) /'(*> !/> !/') = 0 
l’équation différentielle proposée, et soit 


( 2 ) 


F(x,y,c) = 0 , 


son intégrale générale. Cette équation (2) représente une fa- 
mille de courbes, dont l 'enveloppe (106) a pour équation 
l’équation qui résulte de l’élimination de la constante e entre 
F (x, y, c) =0 et sa dérivée par rapport à c. Soit 

(3) <f(x,y) = 0 

l’équation de l’enveloppe. On a vu que le caractère géomé- 
trique de cette courbe est d’élrc tangente à toutes celles qui 
sont comprises dans l’équation (2). Par conséquent, si x et y 
désignent les coordonnées du point de contact entre l’enve- 
loppe et l’une des enveloppées, on obtiendra pour y' la même 
valeur, soit qu’on la tire de l’équation différentielle propo- 
sée (1), soit qu’on la tire de l’équation (5) de l’enveloppe. II 
en résulte que l’équation (3) satisfait à l’équation (1), bien 
qu’elle ne soit pas en général comprise dans l'équation (2). Ce 
n’est donc pas une intégrale particulière, comprise dans l’in- 
tégrale générale ; c’est une ftlution singulière. 

Considérons, par exemple, l’équation 


( 4 ) 


x 

c 




m — c 


qui représente une famille de droites, lorsqu’on y fait varier 
la constante c. 

Si on la différent»:, ce qui donne 
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cl que l’on élimine c entre les relations (4) et (a), on oblienl, 
après réductions, l’équation 

(G) x [xÿ'* — (x + y — m) y' -|- y] = 0, 

qui est l’équation différentielle de toutes les droites représen- 
tées par l’équation (4). 

On peut remarquer qu’elle est satisfaite par x — 0 ; mais 
cette solution provenant du facteur x , qui peut être supprimé, 
n'est point la solution singulière. Si l’on cherche l’équation 
de l'enveloppe des droites (4) , et que pour cela on élimine c 
entre cette équation et sa dérivée par rapport à c, on ob- 
tient (108) 

(7) (y'x-t- \ t/)' = m ou y = x -f- m — 2vmx, 

qui est l’équation d’une parabole. Or, si l’on différence cette 
dernière, on en tire 



valeur qui, substituée dans l’équation différentielle (G), satis- 
fait à celte équation. L’équation (7) est donc la solution sin- 
gulière. 

*s*. — Lorsque, comme d^s l’exemple précédent, on a 
l’intégrale générale, on voit qu’il est facile d’en déduire la so- 
lution singulière, s’il y en a une, puisqu'il suffit d’opérer 
comme s’il s’agissait de trouver l’équation de l’enveloppe des 
lignes représentées par l’intégrale générale. 

Mais lorsqu’on n’a pas l’intégrale générale, il faut opérer 
d'une autre manière, que les considérations géométriques ai- 
deront encore à comprendre. 

Soit M le point de contact de l’enveloppe avec l’une des 
enveloppées. Cette enveloppée est coupée par une enveloppée 
inliniment voisine eu un point M’ infiniment voisin du point M ; 
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et, au point M', res deux enveloppées ont généralement des 
tangentes distinctes ; c’est-à-dire qu’au point M' la dérivée y' 
a deux valeurs différentes, selon que l’on considère l une ou 
l’autre des deux enveloppées dont il s’agit. Mais, si l’on fait 
tendre le point M' vers le point M, chacune des deux tangentes 
dont il s’agit tend vers la tangente en M ; par conséquent, au 
point M lui-même, les deux valeurs de y' qui étaient distinctes 
se confondent en une seule, c’est-à-dire que l'équation 
' f( x * HiH ) — 0 donne, en ce point, pour y', deux valeurs 
égales. Or le caractère des racines mulliple-, c’est que la déri- 
vée de la fonction devient nulle; au point M ou doitdoncavoir 



et, si l’on élimine y' entre les équations f(. r, y, y') =0 et 



tiendra à tous les points de l’enveloppe ; ce sera donc la solu- 
tion singulière qu’il s’agissait d’obtenir. 

Dans l’exemple du numéro précédent, si l’on égale à zéro 
la dérivée, par rapport à y' du premier membre de l’équa- 
tion (6) débarrassée du facteur étranger x, on obtient 

2xj/' — (x -hy — m) =0 , 

et, en éliminant y' entre cette relation et l’équation (6), on 
trouve 

y=X -hm qz 2 y'mx, 

c’esl-à-dire qu’on retombe sur l’équation (7), attendu que, 
dans l’une ou l’autre, le radical porte nécessairement avec 
lui le double signe. Ainsi on retrouve, par celle méthode, 
la solution singulière qui avait été déduite de l’intégrale gé- 
nérale. 
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Mais, pour le succès de la méthode, il faut avoir soin de 
préparer l’équation différentielle de manière à ne pas contenir 
de radicaux. Nous n’insisterons pas davantage sur ce sujet. 

s 3. - DE L'INTÉGRATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 
OU SECOND ORDRE, A DEUX VARIABLES. 

* 40 . — Dans le cas le plus général, une équation diffé- 
rentielle du second ordre à deux variables x et y contient, 
indépendamment de ces variables, les dérivées du premier 
et du second ordre y' et y". Mais nous considérerons d’abord 
quelques cas particuliers. 

Le plus simple est celui où l’équation différentielle se pré- 
sente sous la forme 

y"=f(x)- 

En multipliant par dx et remarquant que y’t lx = dy l , on 
obtient 

lllj' = f(X)tlXy 

el, en intégrant, 

y'= ) f(x) dx •+■ C. 

Supposons que l’intégration indiquée puisse se faire, et soit 
o (x) l’intégrale obtenue, on aura 

II' — r ( x ) ~+~C. 

Multipliant de nouveau pardx, et remarquant que t/dx=dy, 
il viendra 

dy = i p (x) ilx + C dx, 

et, en intégrant, 

ij= f ?(x)i/x- i-Cx-f-C', 
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C' désignant une nouvelle constante arbitraire. Si l'intégra- 
tion indiquée dans le second membre peut s'effectuer, on ob- 
tiendra ainsi y en fonction de x. La relation obtenue par ce 
moyen sera l’intégrale générale cherchée. On remarque qu’elle 
contient deux constantes arbitraires C et C'. 

Soit pour exemple l’équation différentielle 

j/"=cos tnx, 

on en tirera successivement 


-/ 


. „ sin mx „ 

eos mx ilx -t- L = h L, 

m 


et 


1 C- 

= - Si 


• | n n. COb JWX rf n. 

sin mxdx 4- C.r ■+■ C = ? t-Cx-f-C . 


m # 


* 41 . — On traite aussi facilement le cas où l’équation 
différentielle se présente sous la forme 

y"=f(y)- 

On a, en effet, 

v „_dy' _ y' <iy' _ y'dÿ. 

y dx y'dx ily ’ 

on pourra donc écrire, en multipliant l'équation proposée 
par dy, 

y’dy' = f(y)dy, 

et, en intégrant, 

| = J fit) dy + C. 

Si l'intégration indiquée peut s’effectuer, soit ? (y) l’intégrale 
obtenue, on aura 


ÿ ,, =2flÿ)-t-2C, d’où j/' = v2s (y) -t- 2C. 
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Remplaçant alors y' par , on sépare aisément les varia- 

1(X 

blés et l’on obtient 


(l'I 

V-r(y> 



et, en intégrant, 


,= /•_ 

J VÎ! 


(>j) + ac 


C'; 


et, si l'intégration indiquée peut s’effectuer, on a ainsi x en 
fonction de y ; la relation obtenue est l'intégrale générale. On 
voit qu’elle renferme encore deux constantes arbitraires. 

Soit, pour exemple, l’équation différentielle 

!/" = "’ y, 


on obtiendra successivement 


2 = J !) rfÿ -+- C= ^ -t- C, 


d’où 


puis 


(lx ■ 


y'= v«’»* 
dy _ l dy 


Va’i/* -t- JC 


: « / , ‘je 

v* + ? 


et, en intégrant, 


X = Ta l ° g ' ( y + + C '- 


*4*. — L’équation différentielle du second ordre à deux 
variables se trouve immédiatement ramenée au premier ordre 
quand elle ne contient aucune de ces deux variables, niais 
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seulement les dérivées du premier et du second ordre. Car si 
l'on a à intégrer l'équation 

f(y\ y") = o. 


en remarquant que if est la dérivée première de y', on voit 
qu’on a affaire à une équation du premier ordre entre y' et sa 
dérivée. Supposons que l'intégration puisse s’effectuer, ou ob- 
tiendra y' en fonction de x et d’une constante arbitraire C; 
soit 

y' = <t(x, C), 

l'intégrale trouvée. En multipliant par dx et intégrant de 
nouveau, on obtiendra 


i/ = Ç C)<Ar-4-C'; 


ce sera l’intégrale générale, avec deux constantes arbitraires, 
de l’équation du second ordre proposée. 

Soit, pour exemple, l’équation différentielle 


t/=a v 1 + y'>, 

on en tirera, en remplaçant y" par , et séparant les va- 
riables, 

mtx— — - - : 

V 1 + if 

et, en inlégran', 

ax- 1- C — log' (y' 4 - y l +!/”) , 
relation qui re vient à 


Ae QI =y' -t- v 1 H— y'*. 
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en remplaçant (f- par A. — On lire de là 



Multipliant par dx et intégrant de nouveau, on obtient 

»=2^( Ae “ + k") + C '- 

c’çst l’équation intégrale cherchée. 

tas. — L’équation différentielle du second ordre se ra- 
mène encore au premier lorsqu’elle ne contient, avec y " et y', 
que l'une des deux variables x ou y. 

Supposons, par exemple, qu’elle soit de la forme 

y" ç (*) • y' ■+■ 4» (x) = 0. 

En multipliant par dx , on pourra écrire 

dy'-h' r (x) . y'dx-hü(x)=:0, 

équation différentielle du premier ordre entre y' et x. Si on 
peut l’intégrer, on obtiendra une intégrale de la forme 

multipliant de nouveau par dx et intégrant, on obtiendra 
V= Jf <1* -+• C' , 

et, si l’intégration indiquée peut s'effectuer, on aura enfin y en 
fonction de x, avec deux constantes arbitraires. 

Supposons, au contraire, que l’équation différentielle pro- 
posée soit de la forme 

y" + ?(y) y' h-<m»)=o. 
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Eu remplaçant par 



et multipliant par dy, on aura 


tj'ilij' + v (y) i /'dy -+- {y) dy = 0, 


équation différentielle du premier ordre entre y' et y. Si on 
peut l’intégrer, on obtiendra une intégrale de la forme 

y' = f {y) -hC. 


lleinplaçant y' par , séparant les variables et intégrant, 
trouvera 


on 



•iy 

/*(!/) H-C 


+ C\ 


et, si l’intégration indiquée peut s’effectuer, on aura enfin x 
en fonction de y, avec deux constantes arbitraires. 

Soit, pour premier exemple, l’équation différentielle 


y 


tt 



on en tirera 

dy' dx 

y' -+- u ~~ x 

et, en intégrant, 


log 7 (y‘ -+- a) = log' x -l- log' C = log' Cx , 

d’où 

i/' = Cx — a. 


Multipliant par dx et intégrant de nouveau, on trouvera 


'J — 


\ 

2 


Cx’ — «x -+- r/ . 
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Soit, pour second exemple, l’équation différentielle 

y" — y' (y-ha)=0; 

on en tirera , 


<I>J 


= y' (y -+- «) 


ou dy' = (ij + a)dy. 


et, en intégrant une première fois, 


y' = 2 y' + ay+v- 


Remplaçant y' par 


dy 

dx 


et séparant les variables, il viendra 


■ , 2 dy 

ÿ* + 2flÿ-+-2C’ 

et, en intégrant nnc seconde fois, 

X = 2 'fy’-h2ay-h'2C + C ' 
ou 

x = — . arc lang -+-C'. 

y 2C — «’ y2C — 

1 14 . — On rencontre fréquemment dans les applications 
un genre parliculierd’équations différentielles du second ordre; 
ce sont celles où la fonction y et ses dérivées y' cly“ n’entreut 
qu’au premier degré et ne sont pas multipliées entre elles, 
équations auxquelles on donne, à cause de cela, le nom 
d’équations différentielles linéaires. 

Le cas le plus simple est celui où tous les coefficients sont 
constants et où il n’y a pas de terme indépendant des va- 
riables ; où, par conséquent , 1 équation différentielle peut 
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être mise sous la forme 

(4) y"+i)y' + q = 0, 

p et q étant des constantes données. 

Dans ce cas, on pose 

y = Ce~, 

d'où 

»/ = C m'eT* et y" = Cm'e" ; 

en substituant dans (1), on obtient 

Ce" 1 (m‘ 4- mp -+- q) = 0 , 

et l’on voit que l’équation différentielle sera satisfaite si m est 
une des racines de l'équation 

(2) m*-+- mp -h q = 0. 

4 . 

Supposons d’abord que cette équation ait ses racines réelles 
et inégales , et désignons-les par m, et m t . L’équation diffé- 
rentielle proposée sera satisfaite par les deux relations 

(3) y^zCe* 1 * et y = CeT* 1 . 

Mais il est aisé de voir, et cela lient à la forme linéaire de 
l’équation (1), qu’on satisfera encore à cette équation en pre- 
nant pour y la somme des valeurs exprimées par les relations 

(3) , et en posant 

(4) y=C.e MtI -\-Cé mv . 

Or cette dernière relation sera l’intégrale générale cher- 
chée, puisqu'elle contient deux constantes C et C'. 

Si, par exemple, on a à intégrer l’équation différentielle 

y“— (a -h b) y'+aby = 0, 

20 
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on trouve, en suivant la marche indiquée, que l'intégrale gé- 
nérale est 

y =Ce“ -hC'e bx . 

*.| 5 . — Lorsque les racines de l’équation (2) sont égales, 
la méthode tombe en défaut, parce que l’équation (4) revient 
alors à 

y — (C -4-C') e* 1 

et ne contient plus qu’une constante arbitraire C 4- C'. On 
procède alors d’une autre manière. Soit 

(5) V* — '2pÿ' -+-p*y=0 

l’équation proposée ; elle se trouve dans le cas que nous exa- 
minons, puisque l’équation (2) deviendrait 

m* — 2pm-+-p’=0 ou (m — p)‘ = 0, 


équation qui a scs 

deux racines égales. On pose dans ce cas 

(6) 

y = e mt (Cx 4- C') , 

d’où 


il 

f = me” 1 (Cx 4- C') 4- Ce" J 

et 

- 


if — m'd' 1 (Cx -4- C') 4- 2C me"*. 


En substituant dans l’équation (5), on obtient 

(Cx 4- C') (m* — 2 pm 4- p*| 4- 2C (m — p) = 0 , 

et l’on voitque cette équation est satisfaite en prenantm=p. 
Ainsi l’intégrale générale est alors 

* *e. — Lorsque les racines de l’équation (2) sont imagi- 
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naires, on pourrait passer des exponentielles imaginaires aux 
lignes trigonométriques à l’aide des formules connues. Mais 
on peut poser directement 

ty = C e %1 eos (£x -+- C') ; 

on en déduit 

y' = C ae* z cos (gx -+- C') — . sin (£x -+- C'), 

et 

y"= Ci’e”* cos(Jïx-i-C') — VCafre** sin(£x-t- C') 

— Cfi* e** cos (J3x -+- C'V. 

En substituant dans l’équation (1), on obtient, après avoir 
divisé par C e** , 

(a 1 — fi’-hpa -4- q) cos ((SX-l-f/)— (J (2a 4- p) sin (gx+C')= 0, 
et l’on voit que l’équation est satisfaite en posant 
a 1 — £ , -t-pa-f-q = 0 et 2x-Hp = 0, 

d’où 



La valeur de {3 ainsi trouvée est réelle, puisque, les racines 
de l’équation (2) étant supposées imaginaires, on a 

. 4 — 9 < (, t ou 

*4*. — Si, dans l’équation (1) du n° 24 f, le second mem- 
bre, au lieu d’étre nul, avait une valeur donnée, et qu’on eût 

\f + ptj' + qy=r, 
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* . ' r 

on ramènerait ce cas au précédent en posant y = 

car, en substituant cette valeur, il vient 
«" -+- pu’ -+-qu= 0. 

<48. — Lorsque les coefficients de l'équation linéaire du 
second ordre sont fonctions de la variable x, l’intégration ne 
peut s'effectuer que dans des cas particuliers. On pose alors 

y = e“, d'où y , = e“.u' et ÿ'=e*u"+ «V, 

et, en substituant dans l’équation (1) et supprimant le 
facteur e“, 

u'-t- (1 -+-p)tï + q = 0, 
ou 

du' + (1 +//)H'.dx-4-çdx=0, 

équation différentielle du premier ordre entre u' et x. Si elle 
peut s'intégrer par quelqu’une des méthodes exposées plus 
haut et que son intégrale soit 

u' = f(x) + C, 

on en tirera 

«= ff(*)d X + a + C, 

et l’on aura, par suite, la valeur de y. Ce sera ^'intégrale gé- 
nérale, puisqu’elle contient deux constantes arbitraires Cet (7. 

<49. — Enfin si, par un moyen quelconque, on a réussi à 
trouver une intégrale particulière de l'équation différentielle 
proposée, la recherche de l’intégrale générale pourra êlie 
ramenée à l’intégration d’une équation différentielle du pre- 
mier ordre à deux variables. 
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Soit, en effet, 

(a) \f 4 py' + qy — 0 

l’équation différentielle proposée, et soit Y une intégrale par- 
ticulière de celte équation, c’est-à-dire une fonction de x qui, 
mise à la place de y dans (a), satisfasse à cette relation. On 
posera y = Yu, u désignant une nouvelle fonction de x. On 
en déduit 

ÿ = Y' u 4 Yu' et if — Y" u 4 2 Y'u' -f- Yu", 
et, en substituant dans (a), on obtient 

Yu" 4- (2Y' 4 pY) u' 4 (Y" 4- p Y' r/Y) = 0. 


Or la dernière parenthèse est nulle puisque, par hypothèse, 
la fonction Y satisfait à l’équation (a) ; il reste donc 




v » /a VI > rt du' (2Y'4pY)rfx A 

Yu"4(2\'4pY)u'=0, ou-^ r 4 i y = 0, 


équation différentielle du premier ordre entre u' et x ; les va- 
riables s’y trouvent immédiatement séparées. 

Si 

u' — f (x) -f- C 

est l’intégrale de cette équation, on en tirera, comme plus 
haut, 

u = J’ f(x) dx •+• Cx 4 C', 
et, par conséquent, la relation 

y = Y [ Jf(x) dx 4 Cx 4 C'], 
qui sera l’intégrale générale. 
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La même méthode s’appliquerait encore si le second mem- 
bre de l’équation (a), au lieu d'être nul, était une fonction 
de x; mais l’équation du premier ordre entre u' et x serait 
moins simple. 


4. - DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES SIMULTANÉES 


tso. — Considérons d’abord deux équations différentielle- 
simultanées du premier ordre entre trois variables x, y et f, 
dont les deux premières sont fonctions de la troisième. Ces 
équations seront de la forme 

? ( dt ’ dt ’ y ’ 0 =0, cl * {dt ’ Jt' X ’ V ' ( ) = ° ; 

et il s’agit d’en déduire xet y en fonction de t. Pour cela, la 
méthode générale consiste à différentier les deux équa- 
tions (I) par rapport à t. On obtient ainsi deux équations de 
plus, qui contiennent, outre les quantités contenues dans les 

• t d*X d*U 

relations (1), les dérivées du second ordre 77 et -r^.Si.eii- 
v ’ dt* dt 1 

1 • • . f/* |7 

tre ces quatre équations, on élimine les trois quantités ~ , 

du . d* x dx 

— et y, il restera une équation ne contenant que -^-,-^-clx. 

Ce sera donc une équation différentielle du second ordre, 
entre x et l. Supposons qu’on puisse l'intégrer, on obtiendra 
une intégrale générale de la forme 


( 2 ) 


x = f(t, C, C'), 


dx 

contenant deux constantes arbitraires C et C'. On en tirera -r-: 

dl 

et, en substituant dans l’une des équations (1) pour x et 
dx 

pour leurs valeurs en fonction de t, 011 aura une équation 
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différentielle du premier ordre, entre y et t. Si elle peut s’in- 
tégrer , on obtiendra une intégrale générale de la forme 

(■>) y— -F(t, C"), 

contenant une nouvelle constante arbitraire. Les relations (2) 
et (3) seront les équations intégrales du problème. 

«si. — Celle méthode est rarement applicable dans toute 
sa généralité; mais il arrive souvent que les équations simul- 
tanées sont linéaires par rapport aux variables x et y et à 
leurs dérivées, et sont de plus à coefficients conslants. Cn éli- 
minant alternativement entre elles les dérivées ~ et ^ , 

dt (II. 

on obtient deux équations différentielles simultanées, équiva- 
lentes aux premières, linéaires comme elles, et de la forme 

(4) ~-hax-hby = C, ~ -i-a' x -h b* y =C'. 

On fait disparaître les seconds membres en posant 
x = h -+- h, y — v -h k, 
et déterminant h et k par les relations 

ah-hbk = C, a'h -hb’k=zC. 

Il reste alors deux équations de la forme 

(;>) j +«u + l»! , =fl, ^-{-au-hbv = 0. 

Tirons v de la première, nous aurons 

1 du a ,, , dv i d* u a du 

d0 " v=-v»—yx- 

Portant ces valeurs dans la seconde équation (5), ordon- 
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nant et chassant le dénominateur b, on obtient 


(7) ^ + + + (ab' - a'b) u = 0 , 


équation linéaire du second ordre entre u et t, sans second 
membre et à coefficients constants. Elle pourra donc s’inté- 
grer parla méthode des n 01 214 et suivants; et l’on obtiendra 
une intégrale générale de la forme 

« = /•(*, C,C'), 


avec deux constantes arbitraires. On en déduira ^ en fonc- 

( tt 


tion de t ; et, en substituant pour u et leurs valeurs dans 

la première des équations (6), on aura la valeur correspon- 
dante de ». On en déduira immédiatement les valeurs de x et 
de y. 

Prenons pour exemple les deux équations simultanées 


(8) j t -hx— iy = l et ^ 4-3x — 6y = C, 


qui ont la forme des équations (4). 

Les équations qui donnent h et k seront ici 

h—ik = \ et 3ft — 6Jk=fi, 

qui donnent 

fc = 3 et fc=^. 

On posera donc 

l 

(9) x = u -4- 3 et y = t> -+- ^ 

et l’on aura les équations sans second membre 


(10) 4e = 0, et ~ 


3 u — 6r =0. 
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En suivant la marche indiquée, on aura à intégrer l'équa * 
tion du second ordre 

(Pu f. du _ . n 

3f- 5 * +6 "= 0 ' 


dont l’intégrale générale (244) est 

u = Ce* -+- CV. 


On en tire 


ÿ = 2Ce” 4-3CV, 
at 


et, en substituant dans la première des équations (10), on 
trouve 

v = | [2(V -l- 3CV' -l- Ce" 4- CV"] = ? Ce" 4-CV*. 

Par suite 

x — Ce" 4- C'e" 4- 3 et y = J Ce" 4- CV 4- 


as». — Nous supposerons maintenant que l’on ait à inté- 
grer un système de trois équations simultanées du premier 
ordre entre les variables x, y , z, t, dont les trois premières sont 
fonction de la quatrième ; on conçoit que l’on pourrait suivre 
une marche analogue à celle du n° 250. On différentierait deux 
fois par rapport à t chacune des équations proposées ; on au- 
rait ainsi neuf équations, entre lesquelles on pourrait éliminer 

i « .... <f*î/ <f* i/ du (Pz (Pz dz .. 

les hu.t quantités J, ÿ, y, ^ f, il resterait 

une équation différentielle entre x et t, niais elle serait du 
troisième ordre. Une fois celte équation intégrée, on mettrait 
pour x sa valeur en t dans deux des équations proposées, et 
la question serait ramenée à l'intégration d’un système de deux 
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équations simultanées et du premier ordre entre y, z et t. 
Mais cette méthode, purement théoiique, n’est jamais em- 
ployée. 

Nous considérerons sur-lc-champ le cas le plus simple, et 
qui se rencontre dans les applications, celui où les équations 
proposées sont linéaires et à coefficients constants ; par une 
transformation analogue à celle du numéro précédent, on peut 
toujours les ramener à avoir zéro pour second membre. Elles 
sont alors de la forme 

dx 

dt + ox - 4 - by -+- cz = 0, 

(11) ^-ha'x-hb'y-hc'»—0, 

~ + n"x -h b"y + c"z = 0. 

Il existe plusieurs méthodes pour intégrer les équations de 
ce genre. Nous nous contenterons de faire connaître la sui- 
vante, qui pourrait aussi être employée dans le cas de deux 
variables. 

On pose 

x — Cé" 1 , y = lCe m ‘, s=|xCe"', 
d'où l'on tire 

j ( = m CeT*, d JI = ml Ce*' , ~ =m i xCe M '. 

On substitue ces valeurs dans les équations proposées; cl, 
apres avoir divisé par Ce ml , il reste 

m-h a -h 1b •+- |ic = 0, 

( 1 2) ml -+- a' -+- lb’ -f- pf' = 0, 

m\L •+■ a" -+- IV -+- pr" = 0. 
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Si l’on élimine X et p. entre ces trois équations, on obtient 
une équation du troisième degré en »n. Soient tn„ m, et m s , 
scs trois racines ; et soient C„ C,, C v trois valeurs arbitr aires 
de C, correspondantes à ces trois racines. A cause de la forme 
linéaire des équations (11), on reconnaît qu’elles seront satis- 
faites par le système de valeurs : 

x= Ce”'-’ -+- C,e"** -l-CjC* 5 ', 

(15) y = X.C.e”" 4- \C t e m *‘ -+- X S C 5 «■=« , 

z — -4- mCjC**' -f- p s C 5 e Ml ‘ . 


les lettres X,, X,, X s , p,, jjl,, p, représentant les valeurs de X et 
de jx qui correspondent respectivement aux trois racines de 
l’équation en m. Les équations (13) seront les intégrales gé- 
nérales du système d’équations différentielles proposées. 

sas. — Quant aux équations simultanées d’ordre supérieur 
au premier, elles donnent lieu à des calculs de plus en plus 
compliqués à mesure qu’elles sont d’un ordre plus élevé , et 
elles ne peuvent être intégrées que dans des cas tout à fait par- 
ticuliers. 

Pour ne parler que du cas d’un système de trois équations 
différentielles entre trois variables x, y et t , si l’une était du 
deuxième ordre et la seconde du premier, on pourrait différen- 
tier la première une fois par rapporta t, etla seconde deux fois; 
on obtiendrait ainsi cinq équations, entre lesquelles on pour- 

. . . , (Pii il'ii du 

rail éliminer les quatre quantités y , et il reste- 

terait une équation entre x et t ; mais elle serait du troisième 
ordre. 

Si les équations proposées étaient toutes deux du second 
ordre, on pourrait différentier deux fois chacune d’elles par 
rapport à t ; on aurait ainsi six équations, entre lesquelles on 

éliminerait les cinq quanlilés ~ , ~ y et y ; il rcs- 
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ternit une équation différentielle entrez et t , mais elle serait 
du quatrième ordre. 

Nous renverrons, pour de plus amples détails sur ce sujet, 
aux traités plus étendus, le cas d’un système d’équations dif- 
férentielles simultanées d’ordre supérieur au premier ne se 
présentant pas dans les applications usuelles. 


§5. — DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES TOTALES 


tS4. — Nous nous bornerons au premier ordre et au cas 
de trois variables x, y , z, dont la dernière est fonction des 
deux autres. Le problème à résoudre est d’abord celui-ci : 
étant donnée une différentielle exacte de la forme 


(1) dz = <f(x,y)dx+ty(x,y)dy, 

en déduire la valeur de z en fonction des variables x et y. Pour 
que celle équation soit intégrable, il faut qu’elle remplisse une 
condition. Les fonctions ç (x, y) et tji (x, ij) doivent être les 
dérivées partielles de s par rapport à x et à y pour que le 
second membre de (1) soit une différentielle exacte, Or, on 
sait (55) que l’on doit avoir, en général, 


d* z d'z 

dx dy ~ dy dx' 

Dans le cas actuel, celle relation devient 


d? (x, y) _ <4 (x, y ) . 
dy dx ’ 


c’est la condition d’intégrabilité que l'équation différentielle 
proposée doit remplir. Si on la suppose satisfaite, on a 
d’abord 





d’où 


d'i _ d f (x, y) _ 
dxdy dy ’ 
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on en tire 

dz=^<f (x, y) dx , 

et, en intégrant par rapport à x, on obtiendra z; mais il faut 
bien remarquer qu’il ne suffira plus ici d’ajouter au second 
membre une constante arbitraire; car, dans la différentiation 
de z par rapport à x, une fonction de y seul peut avoir dis- 
paru ; ce qu’il faut ajouter au second membre après l’intégra- 
tion, c’est donc une fonction inconnue de y. Si l'on représente 
par ‘I>(x, y) l'intégrale de ç (x, y) dx par rapport à x, on devra 
donc écrire 

(5) z = «I» (x, y) -hf(y) ■+■ C, 

f désignant la fonction inconnue et C une constante arbi- 
traire. 

Si maintenant on différenlie par rapport à y, on aura 
dz ^D(x,j/) 

dy dj {y> - 

Cette valeur devant être égale à ^ (x, y), on a 

(4) à’oùfty) =<!»(x,y) — ^ 

Cette relation fait connaître f’(y); et, en intégrant par 
rapport à y, on aura f(y). Par suite, l’équation (5) 
donnera z. 

Soit, par exemple, l’équation 

dz = (2axy* -f- by -+- 2ix) dx -+- (2 ox’y -4- bx ■+■ 2 ey) dy. 

On aura d’abord 

= 2 axij' -+- by -+- 2cx«, 
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cl 

— = 2 ax' y -l- bx -f- 2 ey . 

Multipliant la première de ces relations par dx, et intégrant 
par rapport à x, on trouvera 

z—ax'tf — bx y -+- ex* -H f {y). 

Par suite, 

^ = 2 ax'y + bx+f'(y). 

En comparant cette valeur à celle qui est écrite plus haut, 
on en conclut 

/■'(î/)=2ei/, d’où f(y) = eif-hC. 

Par suite, 

a = ax , y , + bxy + ex ’ -+- ey* -h C. 

*55. — Soit maintenant l’équation plus générale 

(5) Mdx-i- ydy -+- Pr/s = 0, 

dans laquelle M, N et P sont des fonctions des trois varia- 
bles x, y et a. Si le premier membre est la différentielle exacte 
d’une fonction u des trois variables x, y, a, tout se réduit à 
trouver cette fonction, car alors l’intégrale demandée sera 

u=consl. 

Or, si le premier membre de l’équation (5) est une diffé- 
rentielle exacte, l’ensemble des deux premiers termes, ou 
Mdx -+- Ndy, doit aussi cire une différentielle exacte quand 
on y regarde a comme constant. Soit dv cette différentielle, 
et supposons que nous ayons intégré l’équation 

dv =3 Mrfx -t- ydy, 
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par la méthode indiquée au numéro précédent , nous aurons 
v=f (x, y, z). Or la fonction m ne peut différer de « que par 
une fonction de z, puisque, en regardant z comme constant, 
du s’est réduit à dv. On peut donc écrire 

«=?(■*. y, *) 

On en déduit 

dz dz 


Cette valeur doit coïncider avec P; on doit donc avoir 


n_ d.?(x, t/, 2 ) 

1 Tz - 1 "' 

d’où 

rw=r 


et, en intégrant par rapport à z, 


/» = 



d.?(x,y,z) 

dz 


dz. 


Dès lors l'intégrale cherchée sera 

? (x, ÿ, s) 4~ f (z) == const. 

Prenons pour exemple l’équation différentielle 

(nyz 4 - bz 4 - ky) dx 4- (flxz - 4 - cz 4- kx) dy 
~t- (axy 4 - bx 4 - cy 4- 2 ez) dz = 0. 

Or on aura ici 

de = (ayz 4 - ùz 4- fcy) dx -f- (nxz 4 - cz 4- fer) r/y ; 
et si l’on intègre cette équation en regardant z comme con- 
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tant, la méthode du n° 254 donnera 

v = (uz + k)xy -hbzx + czy 4 - const. ; ' 

par suite 

« = (az 4- k) xy 4- bzx -+- czy -|- const. 4 -f(z). 

On eu tire 

‘ du , , 

~=axy -+-bx-hcy-h f ( 2 ) ; 

et, en comparant avec le coefficient de dz dans l’équation 
différentielle proposée, on en déduit 

f ( 2 ) = 2c 2, d’où f ( 2 ) = ez' 4- G. 

Par conséquent, l'équation intégrale cherchée est 

axtjz 4- bxz 4- cyz 4- kxy 4 - «*= constante. 

Nous renverrons aux traités plus étendus pour le cas où 
l’équation différentielle proposée ne satisfait pas à la condi- 
tion d’intégralité. 


§ 6 . — DES ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENCES PARTIELLES 


*se. — L’intégration des équations aux différences par- 
tielles forme un sujet très-étendu que nous n’avons pas l’in- 
tention de développer ici. Nous nous bornerons à traiter des 
équations aux différences partielles du premier ordre et à 
donner comme exemple du second ordre les équations diffé- 
rentielles les plus simples que l’on rencontre dans les ques 
lions de Géométrie ou de Physique mathématique. 
Considérons d’abord l'équation différentielle 


(I) 
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dans laquelle X, Y, Z représentent des fondions quelconques 
des trois variables x, y, z. 

Soit 

f(x,y, %) = 0 

l'intégrale de cette équation différentielle. 

En la différentiant, soit par rapport à x, soit par rapport 
à ij, on obtient les deux relations 


df 

(lx 


df 

dz ' dx u ’ 


et 


df df dz_ 
dijdz'dy ~ U ' 


Si l’on en tire les valeurs de ^ et de ~ pour les substituer 


dz . , dz 
dx 6 ' ' dy 

dans l’équation (1), et qu'on chasse le dénominaleur intro- 
duit, on pourra la mettre sous la forme 


( 2 ) 


x !r ■ M ’!r +Z 

dx dy dz ’ 


et si fou pouvait tirer de celle-ci la valeur de /'en x , y et s, 
le problème serait résoju. 

Pour y parvenir, on considère les équations 


dx dy dz 

T ~ Y “ Z ' » 


qui forment un système de deux équations différentielles si- 
multanées et du premier ordre. Concevons qu’on les ail inté- 
grées, et soient 

f (*, 'J, *) = C, et f t [x, y, z = C, 
les intégrales obtenues. On en déduit par la différentiation 


df 

dx 


dx-h ( ^-dy+ y+ dz — Q, 
dy J dz 


21 
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et 


~ dx -+- dy -+• ‘j* dz = 0 , 
dx dy J dz 


ou, en ayant égard aux relations (5), 

(4) et x^+Y^-i-zÿ=o. 

dx du dz dx du dz 


Ces dernières expriment que les fonctions f l et f, satisfont 
toutes deux à l’équalinn (2) et sont par conséquent des inté- 
grales particulières de l’équation (1). 

Or, on peut démontrer qu’une fonction arbitraire de f x et 
de /’, satisfait également à l'équation (1). En effet, désignons 
par o celte fonction arbitraire. Multipliant la première des 

équations (4) par|^? i et ' a seconde par ^ , puisajoutons-les 

terme à terme, il viendra 

\ ( < h-. ( !Ld x + i k- ^ fa] | y ( <l? du-h — -~du\ 
W dx dx + df x dx <Lc ) + \df t dy dy + df, • dy dy ) 

.7 [h. d Adz+*ï dz \ — o 
+ a * + df t Tz — 

ou, ce qui revient au même , puisque ? est une fonction de f x 
et de /i (27,25), 


<h_. x-d ? 

dx 


do 


-t-Y^ + Zy =0, 

dy dz 


c’est-à-dire que la fonction ç satisfait à l’équation (2) et que, 
par conséquent, l’intégrale générale de l’équation (1) est 

?(/■„/;) =o. 

On la met souvent sous la forme 
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ty représentant également une fonction arbitraire. II est clair, 
en effet, que ces deux formes sont équivalentes. 

t5J. — I. Prenons, pour premier exemple, l'équation aux 
différences partielles 


On a ici 


ch dz dz dz „ 

-r = a -=- ou -7 n- T -=U. 

dx dy dx dy 


\=\, y=— a, z=o. 


Par conséquent les équations (3) deviennent 

dx -t- — = 0 et dz = 0 , 
a 

qui ont pour intégrales 

y -4- ox = C, et s = C,. 

Par suite, l'intégrale générale de l’équation proposée est 
*=<Mi l + ax) ; 

on a, en effet, 

^ = otji' (y -t- ax) et ~ = (y -h (ix) , 

valeurs qui satisfont à l’équation proposée. 

H. Soil, pour second exemple, l'équation 


. d . „ dv n 

A -7 — I- B , = C, 
dx dy 

dans laquelle A, B, C sont des constantes données. On a ici 


X = A, Y = B, Z = C. 
Les équations (3) deviennent 

dx du t dx dz 

T = ¥ cl T “ 
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elles ont pour intégrales 

Ay — Bx = const. et As — Cx = const . 

Par conséquent, l'intégrale générale de l’équation proposée 
est 

As — Cx = ÿ (Ay — Bx) , 


désignant une fonction arbitraire. 
III. Soit encore l'équation 


On a ici 


dz 

x Tx + '-> 


dz 

<t>J 


*. 


X = x, Y = ly , Z = s. 


On peut prendre pour les équations (3) les relations 


dx dz 

dy dz 

x s 

ÿ "» * 

qui donnent 


log' x — log' s = const. 

et log' y — log 

d’où 


X 

- = const. 
Z 

et X - = const. 

s 


L’intégrale générale de l’équation proposée est donc 



4 désignant toujours une fonction arbitraire. 

* 58 . — I. Considérons maintenant l’équation aux diffé- 
rences partielles du second ordre 


(I) 


rPs_ i'J-J 
dx* a dy % * 
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Ou y satisfait de la manière la plus générale en posant 

(• 2 ) z=?(y — ax)-hï(y + ax), 

9 et désignant des fonctions arbitraires. Car on en lire scu- 
ccssivement : 

(y — ex) 4- aÿ (y 4- ox) , 
gÿ = ¥ (y — ax)-hty'{y-hax), 

'hf, = + a 5 ?" (ÿ — fl*) + fl* y i ÿ 4- ax), 

^ = ?" (y — «w) h- (y ■+■ a») , 


et l’équation proposée est évidemment satisfaite par ces deux 
dernières valeurs. 

II. Considérons de même l’équation 

(/* 2 

dxdy C ’ 

on y satisfait de la manière la plus générale en posant 

*=?(*) 4-<Hy)4-cxy. 


111. Soit encore l’équation 

A*^ t _ 2AB.-£^4-B>^ = 0; 
ox’ «x dÿ dy* 

on y satisfait de la manière la plus générale en posant 
2 = ?(Ay4-Bx) 4-X(j/ (Ay 4- Bx) ; 


Digitized by Google 



326 PREMIERS ÉLÉMENTS DU CALCUL INTÉGRAL, 

car on en lire 


(t : 


^4= B« Ÿ " + 2B-y-f-B*x^, 


dx 
d'z 
dx dij 
(£z 

dy 1 


= AB;"4- A i' -+- Alix •!/' , 
= Ay + A**/, 


el ces valeurs substituées dans la proposée rendent le premier 
membre identiquement nul. 

IV. Soit enfin l'équation 


* d'z . 

x i? + îxiJ 


d'z 
dx dy 


II À> A 


on y satisfait de la manière la plus générale en posant 



et, en substituant ces valeurs dans la proposée, on reconnaît 
qu’elle est satisfaite. 

11 suffira de ces exemples pour donner une idée du rôle que 
jouent les fonctions atbilraircs dans l’intégration des équa- 
tions aux différences partielles. Pour la théorie même de cette 
intégration, quand l’équation dépasse le premier ordre, nous 
renverrons aux traités plus étendus. 
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S 7. — APPLICATIONS Ct OMÉTBIOUES CE L'INTCGRATIC N DIS ÉfiL'ATICI S 
DIFFÉRENTIELLES 

*5». — I. Trouver la courbe dont la sous-normale est con- 
st ante. L’expression de la sous-normale étant yij', l’équation 
du problème est 

yy' = i>, 

en désignant par p la constante. Celte équation revient à 
ydy=pd. r, 

équation différentielle du premier ordre et du premier degré à 
deux variables. En l’intégrant, puisque les variables y sont 
séparées (230), on obtient 

|/1 

~ = px-+-C ou j/* = 2/jx -+- 2C, 

M 

équation d’une parabole qui a pour axe de figure l’axe des x. 

II. Trouver la courbe dont la sotis-tanyente est proportion- 
nelle à Pabscisse. L’équation du problème est 

? 

u 

= mx , 

>J 

m désignant une constante. On sépare aisément les variables 
et l’on obtient 

du dx 

m — — — 

Il x 

et, en intégrant, 

m log' y = log'x -+- log' C = log' Cx , 
attendu que l’on peut représenter la constante par log' C, 
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et en Tin 

iJ m = Cx. 

C'est une parabole du degré m. 

Si la sous-tangente est douille de l’abscisse, on a »n = 2, 
et la courbe cherchée a pour équation 

!/’=Cx. 


C’est la parabole ordinaire. 

Fil. Trouver la courbe dont la sous-normale est proportion- 
nelle à l’abscisse. L’équation du problème est 


ijij' = mx 


ou 


ydy = mxdx. 
En intégrant, on obtient 


if= mx * -+- C, 

équation d'une hyperbole ou d'une ellipse, suivant que m 
est positif ou négatif. 

*«o. — IV. Trouver la courbe dont la normale est con- 
stante. L’équation du problème est 

y v 1 -hy‘=a, 

a désignant une constante. C’est une équation différentielle du 
premier ordre, mais du second degré. Un en tire 



le radical portant avec lui son double signe. On peut mettre 
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cette équation sous la forme 


ya» — if 

En intégrant, on obtient 


— \ a ' — y 1 — x -h C 
ou 

if -+- (x-hc)* = a’, 

équation d’un cercle qui a pour rayon u et son centre sur l’axe 
de< x. 

V. Trouver la courbe dont la tangente est constante. L’équa- 
tion du problème est 



ou, en séparant les variables, 


dx 


__ dlj y V — ÿ* 

y 


Pour effectuer l’intégration du second membre, il est com- 
mode de poser 

t/ = asinw, d’où di/ = rtcosw</ü>, 
et, par suite, 

dx = «’ sin u \ du 

\sm w / 
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et 

x + C = «’ Tlog' tang ^ ü> -+- cos u |< 


Remplaçant ensuite u en fonction de t /, on trouvera, toutes 
réductions faites, 


n— ««in./ 

V a -f- \ n* — ÿ* 


4- a y a* — ÿ** 


La courbe représentée par celte équation porte le nom de 
tract rice. 

\ !. Trouver la courbe dans laquelle la longueur de l'arc est 
proportionnelle au carré de l'abscisse. 

En désignant par s l’arc de la courbe, on peut écrire l’équa- 
tion du problème sous la forme 


d'où 




ou 


dx v 1 -t- y' 1 


On en tire 


xdx 

~T‘ 


puis 



et, en intégrant (177), 

»/ -t- C = ^ [ — t* log' (x -t- \£' — k*) -t- x \ x’ — k 1 ] . 


*** • — Vil. Ti ouver la courbe dont le rayon de courbure 
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est constant. L’équation du problème est 

(1 - 4 - </'*)* _ 

<f ~ ’ 


équation différentielle du second ordre. 

En multipliant par y " , et remplaçant cette dérivée par 

on a d’abord 
r/i/ 


d’où 


-(1 + îT)* = « 



J 




«- (l+ÿ*)*’ 


et, en intégrant, on trouve 


ÿ -t-c 1 

« “vW 

On tire de cette équation 

yV-liM-,)- ou .. =dz 

y-hc y/ a'— (ÿ-4-c)’ 

et, en intégrant de nouveau, on obtient 

— V ,a ’ ~ ' (’J ■+■ c )’ = x ■+■ C ou (x + (ÿ-t- c)‘ = «, 

équation d’un cercle de rayon a. 

VIII . Trouver la courbe dont le rayon de courbure est double 
de la normale. L’équation du problème est 


_(i+îQl = Oÿvi+Î/". 

Cette équation se simplifie quand on supprime le fadeur 
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5r.‘2 

ç 1 -+- y' 3 ; et il reste 



Multipliant par if , et remplaçant ensuite celle dérivée par 

vient 

ihj 

/. 2 tii/dif dy 2u'(/i/’ 

ou 

En intégrant, on oblicnt 

Il y l -M/’ = C, d’où y' = • 

ou 


Sous celte forme, on reconnaît aisément l’équation différen- 
tielle de la cycloïde. Si l’on pose, en effet, 


1 . 1 

x=^C(a — sina) et y = -C(\ — cos a), 


on reconnaît que l'équation différentielle est satisfaite. 


IX. Trouver la courbe dans laquelle la longueur de Tare est 
proportionnelle au coefficient angulaire de la tangente. L'équa- 
tion du problème est 

s — ai/. 


Il faut d’abord la différentier, afin de pouvoir remplacer 
l'arc, ou du moins son élément, en fonction du coefficient an- 
gulaire de la tangente. On trouve ainsi 


ds = dx y 1 -+- y' '—a dy', 
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d’où 

' dx _ dy' 

“ ~ v/T+ÿ* 

et, en intégrant, 

^-^=log' 0 / + vT+Ÿ‘)' 

En passant aux nombres, on peut écrire 

1 / + \T+ÿ 7i =e~. 

On tire de celte relation 



En intégrant de nouveau, il vient enfin 


a r ttS _'/±Fln 

■ C=l[e‘+e » j. 


En transportant les axes parallèlement à eux-mêmes , et 
mettant l'origine au point qui a pour coordonnées x — — C 
et y = — C' , on met cette équation sous la forme plus 
simple 



La courbe qui est représentée par celte équation por’.c le 
nom de chatnelte. 

*o*. — X. Trouver l'équation yénérale des surfaces dont 
l'équation différentielle est 


dz , dz , 
a -j- + b — = 1. 
dx dy 


Digitized by Google 



33 V PREMIERS ÉLÉMENTS DO CALCUL INTÉGRAL. 

Cette équation est une équation aux différences partielles 
du premier ordre; on aura donc à appliquer la méthode dé- 
veloppée au n° 256. Les équations à deux variables qu’il faut 
d'abord intégrer sont ici 

dx , . dy . 

— — dz et . = dz , 
a b 

qui donnent 

z — ax= C, et z — by — C,. 

L’équation intégrale demandée est donc 
q(z— ar,z — by) = 0 ou z — ax=ty(z — by), 


les caractéristiques ? et représentant des fonctions arbi- 
traires. Cette équation est l’équation générale des cylindri- 
ques (153). 

XL Trouver l'équation générale des surfaces dont l’équa- 
tion différentielle est 


z = x 


dz dz 
dx ’ 1 dy 


Les équations à intégrer sont ici : 


qui donnent 


dx dz ^ dy dz 

x s y z ’ 






L’équation demandée est donc 


Z ^ \3 

ç désignant une fonction arbitraire. Celte équation est l’équa- 
tion générale des surfaces coniques dont le sommet est à l’ori- 
gine. 
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XII. Trouver l'équation générale des surfaces dont l’équa- 
tion différentielle est 

dz dz „ 

y x- r = 0. 

J dx dy 

Les équations simultanées à intégrer sont ici 
dx dy dz 

~ÿ 0 ’ 

elles reviennent à 

xdx-t-ydy = 0 et dz — 0 

et donnent 

x* -f- y' = C, et z = Cj. 

Par conséquent, l'équation cherchée est 
z = ? (x'-hy t ) , 


ç désignant une fonction arbitraire. C’est l’équation générale 
des surfaces de révolution qui ont pour axe l’axe des z. 

xos. — Pour terminerccs applications géométriques, nous t 
traiterons encore le problème connu sous le nom de Problème 
des trajectoires. Voici en quoi il consiste: étant donnée une 
famille de courbes dont l’équation est 


O) 


f (*, ÿ, «) = 0 » 


trouver un courbe qui rencontra celles-ci sous un même angle 
donné V. (Cette courbe prend le nom de trajectoire ; si l'an- 
gle V est droit, c’est une trajectoire orthogonale.) 

Le coeflicient de la tangente à l’une des courbes données, 
au point dont les cordonnées sont x et y, a pour expression 





dy 
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Le coefficient angulaire de la tangente à la trajectoire qui passe 
au même point x, tj fst d'ailleurs Ou doit donc avoir, 
d’après la condition du problème, 

■ - dy 

« taug V = - 


dx 


— il 


1 -f- y 


,dy. 

dx 


ou, en mettant pour y' sa valeur ci-dessus, et multipliant les 
deux termes de la fraction par 


( 2 ) 


lang V 


dydf^df 
dx ' dy dx 
dj _dy df' 
dy dx ' dx 


Si l'on élimine le paramètre a entre cette dernière rela- 
tion et l’équation (1), on obtient une relation en xct y, qui 
est l’équation différentielle de la trajectoire. Celte équation 
différentielle est toujours du premier ordre; en l’intégrant, on 
obtient l’équation générale des trajectoires cherchées, puis- 
que l'intégration introduit une constante arbitraire. 

Lorsqu'il s’agit des trajectoires orthogonales, on a 


tang Y = x , 


et la rt talion (2) est remplacée par 


(3) 


J 1 ( !t =0 

dx dx dx 


*«-*. — I. Proposons-nous, comme premier exemple, de 
chercher les trajectoires orthogonales des paraboles qui ont 
même axe et même sommet. Ces paraboles ont pour équation 

(4) y* = 2px, ou y’ — 2px=0. 
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On en tire 


dx Iy dy 

et, en substituant dans la relation (3), on obtient 
= ou y-hp ,j' = 0. 


Cette relation donne 




ï 

y” 


et, en substituant pour p cette valeur dans l’équation (4), un 
trouve 




2xy 

y' 


o. 


Cette équation différentielle est satisfaite par ÿ=0 ; et, en 
effet, l’axe commun des paraboles les rencontre toutes à 
angle droit. Si l’on supprime celle solution, il reste 


ou 


2x A 

»+ ? =o. 


y dy 2 x dx — 0. 
En intégrant on obtient 


ÿ* -4- 2x* = const. 

C'est l’équation générale d’une famille d'ellipses semblables 
et semblablement placées, ayant pour centre le sommet com- 
mun des paraboles. 

II. — Nous chercherons, comme second exemple, les tra- 
jectoires orthogonales des cercles de rayon R, ,pû ont leurs 
centres en ligne droite. 

2-2 
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En prenant la droite des centres pour axe des x, l’équa- 
tion générale des cercles considérés sera 


(5) y* -H (x- — a)‘ = R'. 

On en tire 

aï= 2 <*-*>- 01 

Substituant dans la condition (5), on obtient 

y — !/'(•* — *)=0, d’où X— a =ÿ> 

et, en remplaçant x — a par cette valeur dans l'équation (5), 
il vient 

ÿ’4- jjr, =R\ d’où \'(\{ t — y').dy = ydx. 

On sépare immédiatement les variables, et l’on a 


dx = ^ï. 


dy, 


et, en intégrant, 


R— V U‘ — u> \ 11* — iy 5 
1 = ^ . ï — -4- — -1- const. 

y y 

(Pour faire l’intégration, il est commode de poser 


j/=:R sin tu, 

w étant une nouvelle variable.) 

III. — Enfin nous nous proposerons, commederniercxemple, 
de trouver les courbes qui coupent sous un angle donné, dont lu 
tangente est k, toutes les paraboles qui ont même axe et même 
p-ramilre. 
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L'équation générale de ces paraboles est 


( 6 ) 

On en tire 


y' = ‘2p (x — a). 


el |= 2 «- 


En substituant dans la condition (2), on obtient 
, yif — p 

y p ( y » ou (kp y)dy-h(ky-hp)dx=0, 


équation qu’il convient d’écrire, en divisant par k, sous la 
forme 

(p-f) d >J+ (y+!j)dx=o. 

Celte équation ne contenant pas *, il n'y a pas d élimina- 
tion a faire, et l’on a ainsi immédiatement l’équation géné- 
rale des trajectoires. 

En séparant les variables, on la met sous la forme 



Pour l’intégrer, on posera y+ j* = d’où d y=du , et, en 
substituant, 
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En intégrant on obtient 

x H- p ^1 -4- log' « — £ = C, 

et, en remettant pour u sa valeur, et tirant celle de x, 



c’est l’équation générale des trajectoires demandées. 

Si l’angle donné est droit, on a k = x>, et l’équation des 
trajectoires orthogonales est 

* 

x = C — plog'.ÿ, 

équation que l’on peut mettre sous la forme 

X 

ÿ=Ae ï; 

c’est une logarithmique ordinaire. 


FIN 


ni cis8 
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DÉMONSTRATION DE QUELQUES PRINCIPES D’ALGÈBRE 
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I 

Notions sur la convergence des séries. 

i. — On nomme série une suite indéfinie de nombres, 
entiers ou fractionnaires, positifs ou négatifs, qui se succèdent 
d’après une loi déterminée. Ainsi les progressions , soit 
arithmétiques, soit géométriques, sont des séries. 

Une série est dite convergente lorsque la somme de scs 
termes tend vers une limite finie et déterminée, lorsque l’on en 
prend un nombre de plus en plus grand. Ainsi une progres- 
sion géométrique décroissante est une série convergente, car 
on sait que la somme s de ses termes tend vers la limite 

a 

rr? . 

a désignant le premier terme et q la raison. 

Une série est dite divergente lorsque la somme de ses termes 
croit au delà de toute limite ou lorsqu'elle ne tend pas vers 
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une limile déterminée. Ainsi la suite unturelle des nombres 
forme une série divergente. Il en est de même, pour .r = -, 
de la série 

I -4- cosx -t- cos 2x -+- cos ôx + ..., 
car elle devient, pour cette valeur particulière de x, 

+ 1-1 + 1— 1-4-1..., 

série dont la somme tend vers + 1 ou vers zéro , selon que 
l’on prend un nombre de termes impair ou pair. 

Nous considérerons d’abord les séiies dont tous les termes 
sont positifs. 

*. — Tour qu’une série soit convergente, il faut avant tout 
que ses termes aillent en décroissant indéfiniment, au moins 
à partir d’un certain rang. Car si les termes restaient constam- 
ment supérieurs à une quantité fixe 5, d'ailleurs aussi pe- 
tite qu’on le voudra, la somme des n premiers termes serait 
supérieure à ni, quantité que l’on peut rendre aussi grande 
que l’on voudra en prenant n suffisamment grand ; la série ne 
serait donc pas convergente. 

Mais cette condition de convergence, toujours nécessaire, 
n'est pas suffisante. Il subit de le montrer sur un exemple. On 
choisit ordinairement pour cela la série 

1 I 1 1 I t 

‘2 4 "5 + ï + 5 + 6 + 8 + - + ’ 

qui porte le nom de série harmonique. Elle remplit la condi- 
tion dont il s’agit, puisque le terme général - peut être rendu 

aussi petit que l’on voudra. Cependant elle est divergente, 
car on peut l’écrire 
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La première parenthèse a une valeur plus grande que 

1 1 

2 fois , ou ^ ; la deuxième parenthèse a une valeur plus 

grande que 4 fois i ou la troisième a une valeur plus grande 

1 \ 

nue 8 fois m ou x ; et ainsi de suite. 

1 16 2 

La somme des termes de la série se compose donc d’une 

1 

suite de quantités toutes plus gl andes que sauf le premier 

terme; cette somme peut donc devenir aussi grande que l'on 
voudra en prenant un nombre suffisant de termes. Donc la 
série harmonique est divergente. 

a. — On a donné divers caractères pour reconnaître la 
convergence des séries ; le plus utile dans la pratique est le 
suivant: 


Une série est convergente si le rapport d'un terme il celui 
qui le précède est constamment moindre qu'une quantité fixe k 
plus petite elle-même que l'unité. Soient, en effet, u 0 , h,, h„ 
h 5 , ..., »»„ etc., les différents termes de la série. On pourr 
écrire : 


» o— «.» 

«, < Au # , 
n t < Au, <A’h 0 , 
", < Au, < A* u # , 


Un < 'C A„ 


et, en ajoutant membre à membre, et désignant par S, la 
somme des termes depuis h„ jusqu'à u„, 

S, u 0 ( 1 -+- k -+- k l -+- A J f ) , 
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ou, puisque 1 1 est moindre que \ , 


, < »o • 


1 — fc* +t 
1 — fc 


Or, à mesure que n augmente, le second membre s'ap- 

1 

proche de plus en plus de i/ 0 . r. Donc la série est conver- 

1 — ri 


gentc. 

il est facile, à l'aide d’un raisonnement analogue, d'évaluer 
une limite supérieure de l’erreur commise en s’arrêtant au 
terme u n . En effet, le reste R, ou l'ensemble des termes qui 
suivent h„, peut s’écrire : 


R + M,i+> * 4 - Wpi+s ■+- ••• » 


et, comme on a 

Ms+l hlt n , 

Hn-ht ^ ^ph-1 ^ ^ > 

«n+i < /'»,+* < , 

et ainsi de suite, on peut écrire : 

R<«, (A-t-ifc’-t-fc 5 

k 


ou 


R <«. 


1 -fc' 


4 . — On a|>plique ordinairement ces règles à la série 


\ 


\ 


\ \ 

i 1 .‘2 + 1.2.5 


+ - + n 


1 


\ .‘2.3...U 


Le rapport du dernier terme écrit à celui qui le précède 

1 

est-, quantité moindre que l’unité; et le rapport de deux 
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termes consecutifs va sans cesse en diminuant à mesure qu’on 
avance dans la série ; donc, en vertu du principe ci-dessus 
démontré, cette série est convergente. On désigne sa valeur 
par la lettre e ; c’est la hase des logarithmes népériens. 

Si l’on applique à celte série la règle ci-dessus relative à 
l’erreur commise , on voit qu'en s’arrêtant au terme 

1 on commet une erreur moindre que 

i.2.o.. .n 


1 

1 ll + l 11 

1.2.5...» . 1 011 1.2.5...»’» 

1 . 

» -+- 1 

On reconnaît ainsi que les 12 premiers termes donnent le 
nombre e à moins d'une unité du neuvième ordre décimal. 
On trouve : 

«=2,718281828.... 


Ce nombre, qui joue un rûle important dans l’analyse, est 
une quantité incommensurable. Car si sa valeur pouvait être 

représentée par une fraction cotnmensnrablc — et qu on eût 


m . 11 1 } , 

1 + 1 " 1 ” 1.2 + 1.2.3,..ii 1.2.5...«(n+l) ’ 

on aurait, en multipliant les deux membres par le produit 

1 .2.5...», 

1 .2.5... (n — 1) .m = un nombre entier 


[ïïTT 


Or, la quantité entre 


(w — t— 1 ) (n-t-2) "J 

crochets est moindre que la somme 
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des termes de la progression géométrique décroissante qui a 

1 i 

pour premier terme j et pour raison -- ■ ^ , c est-à-dire 

1 

qu’elle est moindre que . On aurait donc un nombre entier 

égal à un nombre entier plus une fraction, ce qui est impos- 
sible. Donc le nombre e ne saurait être représenté par une 
fraction commensurable. 

5. — On reconnaît aisément que la série 


x 

ï 


•E’ 



.E" 


1.2.3...» 


est convergente, quel que soit x. Car si l'on pousse la série 
assez loin pour que n soit supérieur à x, les termes suivants 

X X 

sc formeront en multipliant successivement par ^ 

X X 

„ , facteurs inférieurs à - : donc, eu vertu du nrin- 
» -t- o n 1 

cipe exposé au n" 3, la série est convergente. 

Il en est de même de la série 


A 


Bx Cx* Dx 3 

T + r2 + TT23 


Nx" 


1.2.5. 


? 


pourvu que les coefficients A, B, C, ...,N, ..., restent finis 
et n’aillent pas en croissant indéfiniment. Si, en effet, on 
désigne par M le plus grand de tous ces coefficients, on voit 
aisément que la somme des ternies de la série proposée est 
moindre que la somme des termes de la série 


«( 


i x 

1 + . 4 - 


x* x 3 
172 ~ 172.5 



Or la quantité entre parenthèses a une limite ; et puisque M 
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est fini, il en est de même du produit de celte parenthèse 
par M. Donc la série proposée est convergente. 

e. — Ce qu’on peut dire de plus général sur les séries dont 
tous les termes ne sont pas positifs, c’est qu'une série est 
convergente si, en prenant tous les termes avec le signe 
-4- , on obtient une série convergente, ce qui est évident. 

Mais il se présente fréquemment une circonstance qui mé- 
rite d’ètrc étudiée à part : c'est celle où les termes de la série 
sont alternativement positifs et négatifs. Dans ce cas, il suffit, 
pour la convergence , que les termes aillent en décroissant 
indéfiniment. Considérons, en effet, la série 


» o — «, -4- H s — H. + ... + U„ — M„ +l -4- H„ +i -+- . .. 

Désignons par S„, S,^,, S„ + . la somme qu’on obtient en s’ar- 
rêtant respectivement aux termes u„, n„ +1 , u n+t . On aura 


J n hi 4-1 




d OU S„ +l S„ +1 


et 


^V+-S “1“ *1 00 S„ 


attendu que, les termes de la série allant en diminuant, 
«n+i — »«-+■> est positif. 

On arriverait à des conclusions analogues si le terme «„ était 
précédé du signe — ; il n’y aurait de changé que le sens des 
inégalités. Dans tous les cas, S„ + , est donc compris entre S„ et 
S„ +r Il en résulte que S,,. s est compris de même entre S„,., et 
S n+ „ et par conséquent aussi entre S„ et S„ +1 ; de même en- 
core S„ +l est compris entre et S^,, et par conséquent 
aussi entre S„et S„ +ll et ainsi de suite. La somme des termes 
de la série tend donc vers une limite finie, puisqu’elle reste 
comprise entre S„ et S B+I ; donc la série est convergente. 

Quand on s’arrête au ternie l’erreur commise est moindre 
que la différence entre S„ et S n+ „ c’est-à-dire moindre que 
u n+ 1, ou moindre que le terme qui suit immédiatement celui 


Digitized by Google 



318 


APPENDICE. 


auquel on s'arrête. L’erreur est par excès ou par défaut sui- 
vant (pic »/„ +1 est négatif ou positif. 


II 


Limite vers laquelle tend l'expression 


m 


lorsque ru tend vers l’infini. 

Pour trouver cette limite, on suppose d'abord m entier; ou 
peut alors développer l’expression proposée par la formule du 
Itinome ; et, si l’on désigne par S„ la somme des n 4- 1 pre- 
miers termes, on a 

„ . m 1 m (m — h I ni (ni — 1)(m — 2) 1 

s — I -J — — i : ' 1 : ’ !. 1_ . 

" 1 m 1.2 m* 1.2.5 m 5 

m(m — l)(»n — 2)...(m — «4-1 ) 1 


1 .2.5 ...n 


m" 


ou, en effectuant la division des divers numérateurs par la 
puissance de m qui ligure au dénominateur, 


I — 


i 




m 


1 — 


-i) 


1.2 


1 .2.5 


4- 


i-iVi-i 

m I V m 


■î=i) 

mj 


1 .2.5 ... n 


On compare alors S, à la somme des n 4- 1 premiers ter- 
mes de la série e; soit e „ cette somme, on sait que l'on a 


_i , 1 1 

— 1 + 1 + 1.2 


1 


: .o 


1 .2.5. 


Digitized by Google 



APPENDICE. 


319 

On reconnaît aisément que, à partir du troisième terme de 
ces deux sommes, chaque terme de S, est moindre que le 
terme correspondant de e„, et qu’il a pour limite ce terme 
correspondant, lorsque l’on fait tendre m vers l'infini, le nom- 
bre n conservant une valeur fixe. Il en résulte que e n est la 
limite vers laquelle tend S„ quand m tend vers l’inlini. On 
peut donc écrire 

( 1 ) = 

jjL désignant une quantité qui s’annule pourm infini. 

Mais, la série e étant convergente, e est la limite vers la- 
quelle tend e a lorsque le nombre des termes tend vers l’infini. 
On peut donc écrire 

(2) e-e, = ->, 

v désignant une quantité qui s’annule pour « infini. 

Si maintenant on imagine que l'on fasse tendre à la fois m 
et n vers l’infini, m étant toujours supposé extrêmement grand 
par rapport à n, les deux relations (I) et (2) ayant lieu à la 
fois, on aura en les ajoutant membre à membre 

(3) e — S„= p.4-v, 

et, comme n et v tendent alors tous deux vers zéro, il en est 
de même de leur somme. Il en résulte que la différence e — S„ 
tend vers zéro, et que par conséquent S, a pour limitée, lors- 
que m et n tendent tous deux vers l’infini, m élant. toujours 
supposé infiniment grand par rapport à ». On peut donc 
écrire 

lim. (l -t-—\"=e=2, 718281828.... 

On peut faire voir maintenant qu'il n’est pas nécessaire de 
donner à m des valeurs entières. Quelle que soit, en effet, la 


Digilized by Google 



550 


APPENDICE. 


valeur positive attribuée à in , elle sera comprise entre deux 
nombres entiers consécutifs p et/» -f- 1 . Or on peut écrire 



îi)'<K)<K 




et ces inégalités subsisteront quand on fera tendre ni, et par 
suite p, vers l'infini. Mais on a 



quantité qui a pour limite e, car, p-hi étant entier, le divi- 
dende tend vers e, et le diviseur vers 1 . 

On a aussi 

Hr= H'x(*4 

quantité qui a aussi pour limite e, car le premier facteur tend 
vers e, puisque p est entier, et le second tend vers l'unité. 

Il en résulte que est compris entre deux quan- 

tités qui ont pour limite commune e, lorsqu'on fait tendre ni, 
et par suite p, vers l’infini; donc cette quantité intermédiaire 

^1 -+- a elle-même pour limite le nombre e. 

On peut même faire voir que l’expression proposée tend 
encore vers e, lorsqu’on donne à m des valeurs négatives. On 
a, en effet, 



quantité qui a pour limite e, puisque, ni — 1 étant positif, le 
premier facteur tend verse, tandis que le second tend vers 
l’unité. 
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III 

Lorsqu'un polynôme est ordonné par rapport aux puis- 
sances croissantes d'une variable h, on peut toujours donner 
à cette variable une valeur assez petite pour que le premier 
terme du polynôme donne son signe à tout le développement . 

Supposons d'abord que le premier terme soit constant, et 
que l'on ait à considérer le polynôme 

A 4- BA 4- -t- Clé -+- D lé 4- ... 4- N A*. 

Il s’agit de démontrer que l'ensemble des termes qui sui- 
vent le premier peut être rendu moindre que A en prenant b 
suffisamment petit. En effet, soit M le plus grand de tous les 
coefficients, en valeur absolue, à partir de lî; l'ensemble de 
tous les termes qui suivent A est évidemment moindre que 

MA 4- Mil* 4- MA* 4- ...4- MA", 

ou moindre que 

M (A 4- A* 4- A* 4- ... 4- lé) , 
expression qui revient à 


et tend vers zéro en même temps que A, et peut par consé- 
quent être rendue moindre que toute quantité donnée, en pre- 
nant A suffisamment petit. Cette expression peut donc être 
rendue moindre que A; et, à plus forte raison, on pourra 
rendre l’ensemble des termes qui suivent A dans le polynôme 
proposé moindre que ce premier terme. Donc enfin ce pre- 
mier terme donnera son signe à tout le développement. 
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Supposons, on second lieu, que le premier terme contienne 
en facteur une puissance de /*, et qu on ait à considérer le po- 
lynôme 

Ah’ -+- Bh" + ‘-hCh" + ' + . . . 


on pourra l’écrire 

/t" ( A 4- Fl/i 4- Ch' -4- ... + r/i') . 

Ür, d'après ce qui a été démontré ci-dessus, on peut pren- 
dre h assez petit pour que la quantité entre parenthèses 
prenne le signe de A ; donc le polynôme proposé aura le signe 
de Ah", c'est-à-dire le signe de son premier terme. 
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l’age 10, ligne lü : ,t = sir.a, lisez ÿ^sinz 

— 19, — 2 : Ai', Am’, lisez dv, dw 

— 54, — 11:1 +.r, lisez I -t-.r* 

— 54, — 24 : I fl, lisez I -t-.r* 

— 47, — 5 : qd*;i, lisez qd*y 

— 47, -- 9 : dx,=, lisez d*i— 

— 48. — 12 : 2y ,J , lisez 2 y' 

— 55, — 19: /z — 2, lisez /»* — * 


- 58, 

- CO, 

- CO, 



lisez. 


h 

P+ I 


9 : <f[x) = — , lisez &(x) = -f 


14 : x-f-Vi, lisez x — 6 h 


— 07, — 9 : — ï— — , lisez 


.r x * 

1 ~2 


— 67, — 10: (I — (1 — S)*, 

lisez — ,c* (I — O.r)-" ( I — •)*— ■ 



— 74, — 10 : S„, lisez R, 


70 ne . I -2.5 .. ii S 

- - 20 • "JF* luet UJ 

— 84, - 18 : n T , lisez - 

b a 
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Page 130, ligne 11 : 16. lisez i 


- 130, — 

13 : — lisez t/" = ±2 

- 152, - 

1 1 1 

4 : ^x+x 1 , lisez jX-t--x* 

- 187, - 

13 : {(a), lisez ((•>.) 

— 208, — 

2 : *log'(.r — 2)+, lisez ;lng'(x— 2i - 

û ô 

- 213, - 

9.32,. 31 

2 H* 2 H* 

— 254, — 

8 : x cot x , lisez x arc eot x 

— 259, — 

6 : lisez U = -s [4(«, + «j + u,...) + 2 


(«, + «, + !/„. 

- 270, — 

9 : définie, lisez indéfinie 

t— 511, - 

17 : a'/i + 6'A=C, lisez n'li+ b'k=(l' 

- 517. *— 

H : supprimez + C 

- 317, — 

12 : supprimez et C une constante arbitraire 
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